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* Ich bemerke hierbei, dass die. Literarischen Berichte mit be- 
sonderen fortlaufenden Seitenzahlen verschen sind. 
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wenn man-die Gleichung (5) differenziirt. Auf der rechten Seite 
hat man dann lauter Grössen von der Form 


(2eosz)Pcospz 


zu differenziiren, für welche man erhält: 





d(2 cos zJP cospx__ dcospzx OcosP.r 
7, Plcosfr gg +cospr Ep } | 


=—2PicosPr.psinpxz -+cospxr.pcosr-Izsin.z| 
=--p2P cosP-Iz{coszsinpr-+cosprsin x} 
> = — 29 (2cos z)P-Isin(p+ 1). 
Unter Anwendung dieser Formel ergiebt sich jetzt aus (5) für 
p=n,n—1l,...1: | | 
22n--12n cos?®-Iz sin = 
2n(2cosz)"-1sin(a+1) x + (2r —2)n, (2eosz)r2sinnc+... 
...4+2(2r— 2) sin2z, 
oder durch Multiplikation mit (2cosz)® und nachherige Vertau- 
schung von zn mit n—1: 
(n— 1) Qeasz)a-Isinz= 
(n—1) (2cosz)" sin ne+n—2) (a—1), (2eosz)r-1sin(n—1)= ! (7) 
Hn—3)nz (2eos2)"—?sin(n—2dzH+.. +1. (Zn—4)n— sin2.r 
oder | 
(rn — 1) (2cos z)*-!sinz 


_m_De _n, R—2)sin(a—I)z (n—3) sin (n—2)x 
—(n—]l)sinaz-Hr—Dı  —. Deosz +72 Rosa? TV eg) 
l.sin2r ' 
... + Am N azya 


und diess sind ein paar Formeln, welche der in (5) und (6) ent- 
wickelten entsprechen. 
' 


re wi 


II P 


Bemerkung zur M'heorie des Integral- 
logarithmus. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. O. Schlömilch 


an der Universität zu Jena. 


Bezeichnen wir die numerische Constante 0,5772156.. zur Ab-, 
kürzung mit C, so ist bekanntlich für alle u von u=0 bis u=& 


l(e)=C+Iu 
U u 
1777. °T1.2.3 1.2.3.4 


Maltipliziren wir diese Gleiehung mit e-%dx und integriren darauf 
zwischen den Gränzen u=0, u=x , so wird 


SL er iler)u=c/ ml, lue-udu 


A: at lee 


Wenden wir hier, so weit es geht, die bekannten Formeln 


Sa [ wrru=1.2.3. 
0 ) 


an, so ergiebt sich 


SE em er” mern 44 — 


di. ‚wegen der Summe der Reihe rechts nach einer kleinen Trans- 
- position: 





11 
Weil nun nach 3), 4), 5) | 
8) Krcos A— fr 


‚so ist unter Anwendung der bekannten Bezeichnung der Bino- 
alcoefficienten nach den Lehren der Differentialrechnung : 


9» Kö 


oK x O0r-1cosA 
dz dam! 


eK, 0r-2c03A 
+" 022 ° dat — 





+2 





OR, 
Zum 


ıd 
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&. Ka )- &. Kl +8. ac 




















=— Ro, 
— 8, . K, (cos A) 
u. 8. w 
oder 
12) 
(cos A) = Ko, 
Ko 
co8 A\ __ 4.K 
ce ar Fe 
02° “ Ko, bu Ko 
(a); _ era Bo ons a) 4 9-8 .K, 02 cos A 
’ da ’ 
Kr ch 
6c0osA 8.K | 8. K, 02 cos 
4 > (cos d) — — 
3) Bo Bo 8. Ko =) 
8, K, f0*cos A 


Kon 0 
U 8 


Diese Gleichungen wollen wir nun im folgenden Paragraphen 
zur Bestimmung der Grüssen 


| (cos 4), Fed), =) ee) 


dar 026 J’ 





anwenden. 


“3. | | 


Bevor wir jedoch dazu übergehen können, ist es nöthig, die 
folgenden allgemeinen Betrackkungen vorauszuschicken. 


Zuerst bemerken wir, dass die Grösse 





immer dureh die Grösse 
(aM + art 


ohne Rest theilbar ist, was auf folgende Art.leicht bewiesen wer- 
den kann. 


Es ist 
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Iso, wie man nach leichter Entwickelung des Zählers findet: 


K, (cos A) —_R, 


ara lb — c)?— (b+0)?} — url (dc) — (b+c)% 


—(b—e)?(b+e)?r+(b-+0)2(b—c)% 


E) 


| 


(B-e)2—(b+e)%- 


nd folglich, wenn man jetzt, indem man vorher 


et 


z=b—c, y=b+ec 


K, (cos A) RR 


u (6-02 (640): | (dd? —(dreR 








+((d—c)*— (b+c)*) a®r—° 
+((b-)°— (b+0)°) a®® 
+ ((d-c)®*—-(b-+0)?"9)a? 
+(d—c) 9? — (b+c) 2 
oder 
Rules 18 


_ aM +A— 24H) |, pa —(b4c Dani 
7 7 





+ ((d-0)?—(b + 0)*) adr=° 
+.((d—c)°—(b + c)°) atr® 


HO-OR4-(btoj%-4a8 
+(b— #2 —(b+0)®-2 


etzt, den obigen Satz anwendet: 


also, wenn der Kürze wegen 


Theil IX. 


‘ 38 


13) = (de? — (+02) a 
+05 ey — (b4 0%) an 
+((5—e)°—(b 4 0)°) amt 


% 


+ ((d—e)?-3—(b+.c)?r9) a? 
+ (b— ey? — (b + 0)? 


‚gesetzt wird: 


14) K, (cos A) — % 
_ +5? +0?—2 (a? b?+62c? + c2a?) Z.. 
2bc 


Bezeichnen wir sun aber die Winkel des ebenen Dreiecks, 
dessen Seiten a, 5, c sind, durch A, ®, ©; so ist nach einer be- 
kannten Formel der ebenen Trigonometrie ı 


a+bt+0—2(a?b? + rerea) 


in 2 — __ 
sin Ä | 1088 


at +b°+ ct — 2(a?6?+b?c?+c?a?) _ Ihr tn 2 
nn — 2be sin A2, 


und folglich nach dem Vorhergehenden: 
15) K, (cos A) — = = — 2be Zusin A. 
Nach 12) ist ent 


2a2— (b-c?— (b+c)? _ 824.2 — a? 
(b--2— (+02 2be, 





(cos A)= Ko_ 
Ko 


d. i. nach einer bekannten Formel der ebenen Trigonometrie: 
16), (cos A)=cos4, 


ein Resultat, dessen Richtigkeit auch ohne die vorhergehende 
Rechnung sogleich von selbst in die Augen fällt. . 


Ferner ist nach 11): 


?cos A 
4. Ro (523 )= Ko (cos &, 
d. ı. nach 15): 
6A, ?eosA), — —_ 2beEysin A, 


‚ Es ist aber nach 4) und 13): 
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—(b—- 2 (b+02—=—4be, 
2=(b—-c)’—(b+0?=-Abe; 


also 
17) (224) = —_ !besin AZ. 
Auf ähnliche Art ist nach 11): 
0%: cos A 2 6 
6,.K, (u )= 15%, ER) Üolcos 4%, 


also nach 15) und 17): 
B5K, (Ze SAN __e5K,—22,)sin AR, 
und folglich, weil K=—Albe ist: 
60 rt = —22,) sind. 


| Nun ist aber 

| | 522, 

=5t(b—c)?— (b+0)2—2 | (b—c)2— (b+c0)?ta2—21(d—c)? — (b+c)% 
=3t(b—c)?— (b+0)%} — 21(6—c)?— (b+c)?}a? 

=3(d—c)?— (b+c)t}+8a?bc 

— — Ybc (b?-+c2) + 8a?be = be (a? —36?—3c?), 

fülglich 











18) 07cos a )= % be (a? — 302—3c?) sin A? 
— bc (34? +3 3c? — a?) sin A. 
Eben so ist nach 1m: 
‚96 so. A\ 


4 (0?c0s A m AN.; 5 
= 0%, ( I N, ur ee Pen + KR, (cos A) — Ru 
und folglich nach 15), 17) und 18): 
2, (0°cos A 
k, (7) 
—=be\ «Ko (a? — 36?—3c?) +?° K,—2z, }sin A2, 
also ie \ 





2* 


=— 13 R,(@— 39° 309 + 2Ko— 1 Zu) sin 42. 
Nun ist aber 


ıK,(@ 3239 + Ko — 5, 
= 3(0?—-35? —3cd) | (b—c)?— (db +c)*} 
+ 1106-0) (+0) 
nt ((d—e)?— (d+c)2) a® 
+((5—0)°— (5+0)%) a2 | 
+((d— 0) — (6+c)9) 
= 4105-0) —(b409— (2409 (=) +0) 
13 1(5—c)?— (b+0)?} a2 — 14 106 — c)?— (b+c)?}a* 
= be (?} b? +15 62c? + 3464) — bit c(b?+c)a?-+7bcat, 


06 cos A 

19) ( en) 
HAHN BEL ITe 
— 31(5? +02) a? +1, a® 


. 


also nach dem Obigen 





=—be) | sin A2, - 
oder 
06cos AY 
2) (a 
z b°4+ 22 b2c? + 17 c* 
— 11 (52+4c2)a? + 1 a? | 
Diese Rechnung noch weiter fortzuführen, liegt jetzt nicht in 
unserer Absicht, da die folgenden Ausdrücke immer weitläufiger ; 


werden, und wir haben daher jetzt, nur erst mit Vernachlässigung : 
. von Gliedern der achten Ordnung, für cosA den folgenden Ausdruck: ; 


=— be} | sin A2. 





2l) cos A=cos A—!bcesin W222? 0 
“— rin be (362? + 3c?— a?) sin A? z* 
17944 2520241704 
—dobe | un (iekeYar jur 
wo, wenn r den Halbmesser der Kugel bezeichnet, auf welcher : 
das sphärische Dreieck liegt, nach dem Obigen bekanntlich 
1 


2) ı=- 


sin A?.z6, 


ist. 





21 x 
Bezeichnen wir den Flächeninhalt des ebenen Dreiecks, des- 
sen Seiten und Winkel a, d, c und 9, DB, © sind, durch D; so . 
ist bekanntlich . 
oo. Dmibesin‘, 
also | | 
92 — 152 c2sin A2, 
und folglich 
besin nt 92, 
bc 
Daher ist auch: 
23) co A=cosA—}. a8 


— 7, (35? + 3c? — a2) D* 


= 2% 
bc 
17 HA 2 2902,21 17 2 
rd | ee Ds, 
| —12(524+02) a2 +4at | be 
mit demselben Grade der Genauigkeit wie vorher. 
Auch ist 
be sin 2—=2D sin A, 

und folglich nach 21): + 
24) cos A=cosA—1Dsin‘.x?2 

— d5 (36? +30?— a2) Dsin A. x* 
17 b?+ 22 5? c? + 1,704 


1 (6° 4} Da? + lat 


— 2 | 
[> 


| Dein A:=*. 


Setzen wir 
aÜ=ar, u =bz, G=cz 
und 
D,=4b, c,5ind; 
so lässt sich die vorhergehende Gleichung, wie sogleich erhellen 
wird, auch auf folgende Art ausdrücken: 
25) cos A=cos A— ID, sind 
—n (35,2 + 301? —.aı?) D, sin A 
23H 256,2 G2+ 170% 
— 1 | 


— 7 (4? +01?) a? +20? | Dein 


oder 
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26) cos A— cos A 
14 86,?+3c1?— a,?) 
176,* + 2b,2c, + GC? | Dd, sin A, 
#320 _ı 115,240, 9)a,?+3a,% 


— 1 
—3 





bei welcher Formel wie früher nur erst Glieder der achten Ord- 
“ nung vernachlässigt worden sind. 


$. 4. 


Bezeichnen wir jetzt den halben Excess des gegebenen sphä- 
rischen Dreiecks durch E, so ist bekanntlich 


l1+cosax +cosbr+coscz 
Acoslarcos!brcosiczt 


27) cos E= 


Nach einer bekannten goniometrischen Formel ist aber 
2cosjar cos} )z=cos!(a+b)c+cosi(a—b)z, 


also | > 
 dcoszazx cos!ibx cosicrt 
—2cos!(a +d)zcos1cx+2cosi(a—b)zcosicez 
cos 3(@ +5 +o)24coss(b-+c—a)x-+cos (atc—-b)r+coszta+b— c).r, 
und folglich | 
28) cosE= 
l+cosar +cosdbr-+coscz 
cos Kar +e)z + cos 4b+c—a)z + cosi(atc—b)z+cos!(a+b—c)x 


Setzen wir nun der Kürze wegen überhaupt 


—= (a+b-+ ec)" cos 1(a ++). 
+6+c-— a)" cos!(b+c—a)zx 
+(a+c—b)r cos!(a+c—b)z 
+(a+b5— cr cos!(a+b— c)z, 


=: (a+5+co)"snia+ö+e)z 
+(b+c— eo) sin!(b+c—a)x 
+ (a +c— br sin!(a+c—b)z 
+(a +b5— co)" sin!(a+b—c)r 


29) 


und 


n . 
30) Kr —ar cosac+br cosbc-+ cr coscz, 


S',—=arsinac +b" sindr + c"sincz; 


23, 








so ist 
ne —=— l(a+b+e)"t! sini(a+b +c)z 
—3(b+c—a)"t!sin!(b-+c— a)z 
— 4a +c—b)rtisinz(a+c —b)x 
— l(a+5— oJ"t!sind(a +b—c)z, 
os, coat 
Freak: Ka+b+e)"tlcosi(a+b+c)z 
+3(b+c—a)"t!cosz(b+c—a)r 
. +3(a+c— bjrtlcos !(a+c— b)x 
+la+b— ort 1cos (a + b—c)x 
und 
og, en 1a: los 1 
rk artisin ax — Drtlsindz— c*t!sincez, 
e = articosar + brtlcosbr+ crt!coscz; 


‚ also nach 29) und m 


pe 








| und 
at-1 
=__ Sl. " 


Weil nun nach dem Obigen 





1+8, 


33) cos E= —_—— 
K; 


. 
oder 


34) K.coE=1 +8, 


ist, so ist nach dem schon oben angewandten bekannten Satze 
der Difierentialrechnung: 
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,: McosE 
ok, or—licosE 
a 
K 2 E N) 
ne | _ ng 
usw 08 
9n-ıK", dcosE 
Fan Orr "0x 
tm Ken 
Nach 31) und 32) ist aber 
eK. \ 
02 20 
o 
a._. 98 3, 
| en 3 5 = W-Kz 
3X, ah. 3 
0.r3 =—(G)*. de = ()?. Sr, 
0 8 
Kr 05 ı er 
27% — (1)3. dx — (2)*. Kr: 
5K, eK, ’ PR 
d25 = 9.7, = W°-S; 
0 5 
0°K'r 05, 2 
I =. = —- (1). Kr 
u. Ss. w 
und 
Re | 
dr — — €&,, 
I FR FE 
022 0x u 
PR __ Mr 
0x3 0x = 


HT _ OR, & 
7 u 7 u 
gr, _ € w_ s 
Ä I un r 
N u. 8. w. 
und man erhält daher nach 34) und 35) die folgenden Gleichungen;: 
36) - 


KrcosE— 1+ Kr 
0cosE 











K. dr —]. 1$', cos E=— &,, 
Reese y. 19 IeE_ 3, RrcosE=—K,, 
03cosE je 





Kia ar MR gest nn +3:)38.00sE= &., 


0%cosE 03 SE 2,02 er ocosE 
Ka EL, kr Zt 


—.... 


+44: CK. cosE) 





u. 8. W. 


Weil nun nach dem Obigen allgemein 0, 8,0 ist 
und oflenbar auch E für <=0 verschwindet, so erhalten wir aus 
dem Vorhergehenden die folgenden Gleichungen: 


K,=1+&%o; 
£, o0cosE 











0x =, 

K, - —,. ?K,- _, 

Er 03 ent _3,. ak, geek —0, 

Klo ae AR, Dens +4 Ro, 
ac 5.002 A 03 Don +5 ask, (Er 0, 











„(Fest 6.0 128, 0? a )+6, () X ( er) ; 
= 0> 





6.6, \ 


07 cos ( ScosE f) ou 


ur; *) 72 ok, +74 (eK, PP) 


1 ‚ak, (2 A) 


0. 8. w. 


3 
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(5 E _ a 1 Ki 


“d. i. nach dem Obigen 
(Sest 





— (a4) — (rise mitte eten 
und folglich, wie man nach leichter Rechnung findet : 


ule5E 





= (a?+b?4c?) — Lonkba er O(arjR RER 
—= at 46%. + 0%— 2(a2b? 4620? 4 c2a2)}, 


also 


39) . 0 zus —,, tat +04404—2 (a?b2+b2c?4-c2a2) }, 





Nun ist aber nach dem Obigen 
a: +b?+ 04 —2 (a? +6? +c?a?) = — — 452c? sin X?, 


woraus sich 








0, (es )=—Wersinns 
ergiebt. 
Daher ist nach den obigen Gleichungen: 
’ 6 | 
0 ni =—33 620? K', sin A2+ Ko Ro 
Aber 


. 


ARo—Ko | 
— 4 la+b+0)6 + (db+c— a)C + (a+c—b)° + (ar5— ce) — (a+b°4c°), 


und, wie man leicht findet, 


(a454)°4 (-40—a)° 4 (a+c—5)° 4 (a45—0)° 
— 4a5 + 600%5? + 60u2b* +45° Ä 
+ (600% + 360u20* + 605*)c? 
+ (60a? + 6052)ec* 
+4c®, 
also | 
sata +b+E)6 + (d+c—a)° + (a+c—b)° + (a+b—c)®} 
= 15 (a6 + 150%b? + 15a2b* + 5°) 
+75 (15a@* + 90026? + 155*)c? 
+ 75 (15a? + 1569 
...} 166, 


en und. es ist: folglich nach dem Vorkergehenden 


glich . in 
Ru, BRBEITT ARNDT BER? +69 1 . 
| | +46 
+t5(@ + Net 
| ae He 
Dividtrt. man: nun KG 
at beher 2a bR He - 
a a 


„in a A n un . 
ER wo an EEE 
| ee et a — art +69) BE R 
N hinein , w era hä; als Quotienten die Gisse °— Es = 


a4 2408, 
‚fe Zar bie % 





EV RR SENENNOLTEITD TOTEN TEDTGE 
also nach: den: Vorkiigehenden N | 
| nn RK RE 
. Weil nun .; \ | _ | 
Rats b4 Ha +c—)”+ (trete 
ist, so ist nach. fan Yorhergehenden . u 
CE) ZN ren en rer nen) ei er 
= VBeranpöthetjein it, ee i 
also - an. 
any EB) Bee. | 
Also ist nach den obigen lägen: a 
Bull 
cr = igpaeanpirren ein‘? 
+ 198622 K', sin A? " | 
RK +8, BEER LEE a0") 
Aber 


E te Ro 
= slst (at b+0)9+ (tea) + (rd) (at re 
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und, wie man leicht findet: 


(a+5+0)°+(+c—a)%+(a +c—6)° + (a +5—c)® 
—40® + 112a°5? 4280045 + 1122256 445° 

+ (1125 + 16800462 + 16800254 411259)? 

+ (2800 + 16800252 -+28054)c4 


+(11202-H119200 


+4c®, 
also 
sts t(a+ö+c)? + (d+c—a)® + (a+c—5)® + (a+b—c)?) 
= 4 (a8 + 28066? + 700454 -+ 280256 + 58) 
+ 81 (28a + 420a402 +40a2b* -+ 285°) c? 
| + 2,(700% +42%0a252 + 705*)c* 
+34 (28a? + 2852%)c® 
+ 4c9, 
- und folglich 
Ko Ro 
— 4, (6303 — 28006? — 70a%b* — 280256 + 636°) 
+ 4 (28a5 +4290a 5b? + 420a?b* -+ 2856)c2 
+ 24,(70a* + 4%0a25? +705%)c* 
+ 4, (280? + re 
63.68, 
Dividirt man nun mit 
a® + b* +04 —2%(a25? + 52c? + c?a?) 
—=c* — 2(a? +629)c?+a* — 2025? +5* 


— (2802 +2852)c6 
— (700% + 40a25? + 705*)c* 
— (2845 +4%20a+b? + 4290a2b4 -+ 2866) c2 
+ (6308 — 38a6b? — 700204 — 280256 46358) 
hinein, so erhält man als Quotienten die Grösse 
63c* + 98(a?+52)c? + 63a + 980262 46354 
=65(a*+b* + c*) + 98(025?-+52c? + c2a?) , 
und es ist folglich 
RR 
— Br la + b4 + c* — 2(a2b? + 5202 + c2a?) } 
><t63(0a°+b4-+c*) + 98(a?6?-+Pc2+c9a?)}, 
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d. i. nach dem Obigen \ 
KR, “ 
= 2,6?c2163 (at +6* +0) +98 (a26? + b2c? + c2a?) | sin A2. 
Weil nun | 
k 'o=(a+b+c)?+(d+c—u)? + (a+c—b)?+(a+5—c)”—Ala?+b?+e?), 


K—(a+540)2 +(b+c—a)* 4 (utc—6)°+(a+b—) 
—4ta% +5*+c* +6(a2b2? + b2c2+ c2a?) | 


ist, so ist nach dem Öbigen 


Sonst — 195 5202 (024524092 sin X2 
+ 5 5202tu® +2 +02 + 6(a25?+ 6202 + c2a2) }sin A2 
— 336207163 (0% + 53 +0?) 4+98(a26?+62c?+c?a?)} sinA2, 
also 


8 } 5 
42) es Je {99(a%+b2-+0%)+74(a262+52c?+c2u2)}sin A2. 


Daher ist 
— 43) cosE= 
1— 3.620? sin 42. 2% 
— 337620? (a?+624-c2) sin A2. 26 
— zo8 20 6202199 (a +65* + c*) +74 (a2b? +52c2 + c2a2)} sin A2.=®, 
wobei nur erst Glieder der zehnten Ordnung vernachlässigt sind. 
Führt man die aus dem vorhergehenden Paragraphen bekannte 
Grösse D ein, so wird 
on 4) cosE= 
1— ıD2r* 
— ,1,.(02 +60? + 9) Dar® 
— 53450 9 (at +5*-+c*) +74 (a%b? + b2c?+ c?a?)} DIr®, 
Führt man die Grössen a, =az, b, =br, , =ct ein, so wird 
45) cosE = 
1— 320, 2C, sin q? 
— 3335, ?C,? (a, ?+ b,>+c9) sin A? " 
— 733640012C, 2199 (a, +5, +0, *)+74(a, 26,246, ?e,?+c,2a, 2) sind? 
und, wenn man wieder | 
D, = 4b,cı sin A 
setzt: : 
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Ä 46) csE= 
1—1D,2 . 
— (1? +? + )D? | 
— satt 9a, +6,%+c,%) + 74 (a, 26, 246,26, ?+c, 2a, 2) Dı2- 


$. 5. 
Weil 
2 
47) 0. — 200 ame 





oder 


p 
48) !. Gel — cos A 0 ned 


ist, so ist nach dem schon in dem vorhergehenden Paragraphen 
angewandten bekannten Satze aus der Differentialrechnung allgemein: 


Ont1, cos A2 ort1cos A 
49) 3. at — cos Ah 
Ocos A Orcos A 
dB 97 


02cos A M-1cus A 


No a. 
2 0922 dzr—1 





u.8 W. 
Or-1cos A McosA 
Le 7 ul 77 





sA 0cosA 
nf BeoeA 


° 


Setzt man nun hierin für rn eine gerade Zahl, so erhellet auf 
’ der Stelle, dass, so wie nach $. 2. die Grüssen _ 


( cos A 03 cös 2) 0° cos *) (* cos Ad 


025 








8x ’ 0:3 ort J’ 
sämmtlich verschwinden, auch die Grössen ° 


0. et) (* .cos A? 0°. cos A? 07.cos A2 
a) 2), 59)... 








0x3 ? 0.7 
_ sämmtlich verschwinden. Weil aber 
u 2 cos A?+sin A?=1, 


und folglich 


Or.cos A? On.sin R_, 
dan ' dan 
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ist, so verschwinden offenbar auch die Grössen 


(= sin 2), 03. sın A2 05. sin 42 ): Gz .sin A2 
da 0.2.5 027 a). 


sämmtlich, und da nun ganz auf ähnliche Art wie vorher 


Osin A?_ , pELLE 





50) 3 





also allgemein 
or+1, sin A2 ortlsin A 
5l) i. Ian = sin Aa 
Osin A Orsin A 


sin 4 -1sin A 
FT 
u. 8. w. 

@—1sinA RsinA 
Like Sup?” oo ya 7 Tu 
En OrsinA Osin A 

nn" "de 





ist, so erhellet, wenn man in dieser Gleichung nach und nach 
n=0, 2, 4,6, 8... . setzt, sehr leicht, dass auch die Grössen 


d: = — 03 sin =) (7 sin er). (u sin A 
Kurt 02° 027 yer. 
sämmtlich verschwin 
Weil endlich 





0c08A . 404 
62) ro = —sin ArT> 


und folglich allgemein 
ortlcos A or+14A 
53) Zap = — sim Ara 
Osin A nA 
nd "Dam 
02sin A r-!A 
N "dm 
u. 8. w, 
or—-1sinA 024 
u 7 u . dr 
orsinA 0A 
an an dr 
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ist, so erhellet auch, wenn man in dieser Gleichung nach und 
nach r 0, 2, 4, 6, 8, .... setzt, sehr leicht, dass die Grössen 


. (4), (24), (4), (4 
02)’ \0r3)/’ \025)’ \darT)’ 
sämmtlich verschwinded. 
Weil nun 


0cA_ . 424 sind _ g04 
ur = — sın DE’ 52 =cos 3z 


ist; so hat man die folgenden Gleichungen : 





02cosA_ . A Osin A 0A 
Baur 7” Velen ;”> Ber 77% 
0°cos A 9A 085mA 074 


Dur: 7 hehe nn 77 Sa PR Fr) 
02sin A 02.4 

922 "del 

0°sinA 8A 

023 0x’ 

0° cos A . 064 „O0sinA 054 

eh A — x 02° 
_ 10% sin A 024 
dr? "Ort 
03sinA 034 

10 Dxz> "0x3 
„sin A 224 
 0a* "0x? 
05sin A 0A 
025 0x’ 











u. S. w. 


und 
mA ef 0c08 A 04 

I eat ir 
04 sin A 04A 0cos A 0°4A 

u 7 ee 7 7 
0?cos A 024 
+3 022 "92° 

0°c08 A 04 
02° 02° 

Theil IX. 3 








wm... 


3 . 
( #)=(cos A) (1) +10 Den. a) 


+5(5 = £) (=): 


u. 8. w,, 
so sieht man, dass sich mit Hülfe derselben mittelst der aus $. 3. . 
hekannten Werthe von . 


( cos 3*). (2 cos A A 06cos A 


02? 926 )J’ 


nach und nach die Grössen 


(3) 0? sin A 0° 0*’sin A 064 
0227’ \ 92 )- (& 4), :r* 2). (5 )> 
finden lassen, wobei man nur zu beachten hat, dass nach dem 


Obigen, und wie sich auch von selbst versteht, (cos A)=cos?, 
(sin A)=sind, (A)=N ist. 


Es ist also 
? 
(sin A) (=)=- 0 n.. , 
und folglich nacht7) 


2 
54) (3 )=3Besin a. 
Folglich ist nach dem Obigen ferner: 


55) S Sin A) ybesin cost, 














oder 


ne a )= = 1(6?4+c?—a?) sin. 


Ferner ist 


(sin A) (=)= __ 3(; sin =) G A) (>: cos 2) 


— — 14?c?sin A?cos A 
® bc(30? + 3? — a2) sin 2 
— be} 2, (30? + 3c? — a?) —! (6? + c?— a?) | sin A?, 





d. i., wie man leicht findet : 


57) (=) = „be(7E+7C+ad) sin. 
3% 


on 40 


Er=D°r: 4 (a? 4 624 02) Dias 
+ 2352 (a? + 6?+ 2? D2r® 
+ 740 (a!+5°-+c?+0a252 + 52°c2 + c?a?) D2x® 
—1D27? + .5(a2+ 52402) D2z® 
" sd, (a! +b*+c* +2a252? + 26°C? + 2c?a?) N 
+ 735 (a* +5! +c* +a26?+52c? + c?a?) 
und 


E'= 1, D!2°— 4620? D?sin A?. x® 
— — bs (a? + bt +0 — 201? — W3c? — 2c2a2) Dir®, 
also: _ 
cosE=1—1!D?r* 
— 33 (a? + 524 0?) D°z* 
zd0s (a? +5*-+c? + 20252 +252c? + 2c?a?) 
— + ran (at +5: +c*+a252+ 5°c?+c?a?) | Dirt. 
+ s7a (at +5 + c* — 2a2652— 25°c?—2c}a?) 
Da nun 
1608 + rast sıkr 
ut ta Fr rare 
und 
| z008 + 1770 — sıra 
= ;F1850 + srr0 — sera rm 
"ist, so ist 
cosE=1—}!D?r: 
— 3 (a?+6?+ 02) D2r® 
— 33150199 (a? +5*+c') + 74(a2b?+ 52e? + da?) Dz®, 
welches genau mit der oben auf ganz anderem Wege gefundenea 
Formel 44) übereinstimmt. Ä 


Um eine Controle wie die vorhergehende für die Richtigkeit 
der obigen etwas weitläufigen Rechnungen zu gewinnen, war die 
nächste Veranlassung zu den in 2 4 gegebenen, sonst eigentlich 
für unsern gegenwärtigen Zwec nicht unbedingt erforderlichen 


Entwickelungen. 
$. 7. 
Nach einer bekannten Formel der sphärischen Trigonomettrie ist 


 1,2_ __6083(4+B+O)cos4(B+C—A) 
80) sin? = Bi 


4 


lun ist aber, wie leicht erhellen wird, 
cos} A+B+O=—sinE, 
cosH B+C— A=sin(B+C—E); 
iso 


sin Esin(B+C— E) 
sin B sin C ”. 





8l) sinya,?= 


nd folglich 


d. sin sa? _ 008 Esin (B+C— E)— sin Ecos (B+ e-B 
oE sin Bsin C 


’ 


Iso 


89 d.sinta,2 _ sin (B+C—?2E) 
) dE. sin Bsin C 


oraus sich nun ferner licht 


02.singa?_ 2cos(B+C—2E) 
Oo | sindBsne 
.sinda?_  %.sin(B+ C-2E) 
DE OT sin Bsin C 
833) | 98. sin 14? _  23.cos(B+C—2E) 





oEt 7 sinBsinC 
05°.singa,? _ 2%.sin(B+C—?2E) 
& sinBsnC ’ 
\ usw. 
giebt. Also ist 
(sin 1a9=0, 
0.sin geinkeı sin (B + -6) 
3 in BsinC’ 

a sinya, 2_: cos{B+C) 

oE? sinBsinC ° 


84) 








0°.sinzga?\ _ 22.sin(D+ 2 
( oE?> -) —— sinBsinC 
0° .sin 3% 23.cos(B+ 2) 
A e 1 u " sinBsinC 


nd folglich 


42 





sinBsnC’i 
2cos(B+C) E? 
—snBsinc 1.2 _ 
2.sn(B+C) EB 
 suBsinC 1.2.3 
;P-eos(B+ 0) E 
sinBsinC '1.2.3.4 
2. sin(B+O 2° 
" sinBsnC "'1.2.3.4.5 


85) sinda,?2= ein(B+C) E 





oder 


,_ sin(B+C) 2E cos(B+C) (2E)? 
8%) sin 34° 2sn Bsm ©" 172saBsinC’1.2 
sin(B +6) (@E): 
—2sinBsin C’T.2.3: 
. cos(B +0) _Q@H° 
N tgmBanc 1.2.3.4 


„Su B+ 0) _Q@Eö 
tzoenBsin C1.2.3.4.5 





Durch Differentiation nach E erhält man: 














en in ia; COS 30 Do — yeina, 0a 
_, Sina, ‚2080, _, sing 0.a,? 
eg dE Ti ' BE’ 
also 
2 sin dj 
02.sin!a,? , sina, u "a d.a? 
oE a. "9m "” DE ODE 
9. Sina 
_, sta 2a? , au 0a d.a? 
a FT DE DE 


_, Sina, 92.a? , acosa, —Bina, da, d.a' 
yo. ai . IE? + PX" DE’ JE 
sing, 02.a,? „‚Ge0saj—sina, ‚9.0? 0.0 
er, "äE'dE 

















Für E=0 ist a4a=0. Bestimmt man nun nach den hekan' 
ten Regeln die Wertbe der Brüche 


| 43 
‚sin a, a, cosa, —sina, 
— und TU 1 
a a 
für a =0, so erhält man 


( =a)=1, "a, COS d, — Sin mes Er) — las ‚ 
m = .9 
a 0 


und es ist also nach dem Vorhergehenden 


2. ein dan? = (3 ) Ca )=: ei). x 3): 


d. 1.. 








sinBsnG 


L_ 2cog (B+C _ı ve) 9.0? 
Bine” Ip )AITE 


sin(B+C)__ (5 ie). 








Daher ist Ber 

z m NR __4sin(B+C) 

oE / 7 sindsiol 
und 

88 02.a,? | Beos(B+O) [ein (2 ON ° 
) 0 J) I swBsin C +3 snBsinC) ’ 
oder 
89) (4 = tt 

und 


| 0) a) = 14 Y (ot B* + cot C2—.cot Bcot C)}. 


| Daher ist 
_ 4sin(B+C) 
9) ar= ‚sin Bsin C 5 
fn@+0)_, (unB+0) 10) nn 
" "tsmBsioC *?’\sioBsinC 
oder on 


9% ?—= HcotB+cot C)E+41+} (cotB?+cotC?— cotBeotC) } E2; 
folglich, wie man durch leichte Rechnung findet: 


2a?—b?— ca? =—4(2eot A—cot B—.cot OE | 
‚2cot A?— cot B?=.oot C? E: 
* J—cot Alcot B-+ ot €) +2cot. Bot C 





= 
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Beispiell. Es sei ATMB (Taf. Il. Fig. 5.) eine Ellipse, deren 
grosse Axe —a und halbe kleine Axa =b ist Für den 
Mittelpunkt C als Anfangspunkt oder Pot und die grosse Axe als 
Abseissenaxe,. sei die Abscisse CR des beliebigen Punktes Mr, 
die Ordinate MQ=y, der Radius ‚Vector =r, TMR die. in 
u gezogene Tangente und CT=p das auf sie. gefällte Perpen- 


us der Gleichung 
je 
) ?2= er (a? — x?) 
folgt sogleich 


x 2) tanıge= — -—-=—.-—. 
Ferner 


P= (gan +) sin Q, 


d. h. weil sine = Vaarap ist: 


_ ady — ydır 
ö) P= NV de} dy 
oder, indem man dr eliminirt: 
2 9% 
r u Zt 9a a2 42 
PT Vapııa 


Aus 

2 oo. 

z + = 1.und 2?+ y2=r? 

erhält man aber u 

a? (r2 — 52) 
—3_—_p 


_ b2(a?— 9) 
ur SE 2 


und „= Ai 


' und wenn man diese Werthe in 4) substituirt: 


b)p= Ed 
Va?+b—7 
Hieraus erhält man dureh Differentiation: 
| | dp _ abr __ 
dr (024 19° 





und so nach XV. 


_ +}, 
= ab 


Theil IX. | 5 


67. 
e 

vo a constant ist. Die gerade Linie TMR sei eine Tangente an 
der Curve, dieselbe bilde verlängert mit der Axe ACH einen Win- 
kel=6d. Ferner sei CT=p das von C auf die Tangente gefällte 
Perpendikel, endlich C@=z und MG=y die rechtwinkligen Coor- 
dinaten des Punktes M in Bezug auf ( als Anfangspunkt und CR 

als Abscissenaxe. Da nun 

2)z=—rcosv, 
| 3) y=rsinv; 
so ergiebt sich durch Differentiation der Gleichungen 1), 2) und 3) 
ud Verbindung derselben: 
Be FR as mi 
 H,dazmzesinedt In, 

5) dy—reosudo ned, 
. Hieraus folgt: w 
Ä dy_ sino—vcosv 


sind — v Co8v 


nöo= 
7 sin | er, 
Ferner | u 0 Ä u 
8) RG=subtang =rsin teen, | 
9, nt. 
») Cha + subtang = sin v—vcoRD”’ oo. 
| endlich, weil cT= CR sind: | ’ 4 : ! 
| w_ ar 


| Aus 10) folgt: nn u u 


' dp___a De 
r 2 a 
und so nach XV. et 
r(14+r23 
. a? “ 


Substituirt man statt r seinen Werth durch v nach 1), so erhält 
men auch: 


ne al +08 
u Er .. I u: j 


5% 
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umgeschriebenen 2necks ist\das harmonische Mittel der Umfänge 
p und P der ein- uhd umgeschriebenen necke *). 


5. Die bei F und D rechtwinkli igen Dreiecke CDA und CFO 
haben den Winkel an C gempinacha ich ; also sind sie ähnlich, 


und daher ist 
CA:DA= CO: Fo. und nach dem Obigen in 3. 
=p':p, 
folglich . 
‚ d 
p :p mar Ü 


Ferner ist zur Elimination von PO i im Disiedke OGH die FA|| GH 
L©G, mithin 


GO:FO = GH:FA, 
nemlich 
d, :FO=P': pP; ; 


also giebt die Veriigu beider Proportionen die neue 
j P': :p' == p': :P> 


und hieraus, wenn wieder. »: p', P': die Zahlwerthe der betrefien- 
den Umfänge vorstellen, ist 


{p=Np.P. 


Nimmt man, der Gleichförmigkeit wegen, auch hiervon das Um- 
gekehrte, so wird | 





6. Zwischen ‚den Cntig und P der beiden regelmäsai- 
gen necke besteht eines Thei äi e Proportionalität derselben zu 


den Halbmessern OD und s der ihnen eingeschriebenen Kreise, 
nemlich (wie auch in 4.): 


p:P= 0D:5; 


und andern Theile ist. im rechtwinkligen Dreiecke OAD: 


nn un 





°) Die, lötstee Auple Ing. obiger Gleichung fand ich blos in van 
Swinden’s „Elem. eom.‘‘, übersetzt von Jacobi, Jena 1834, 
gezeigt; obwohl is "schon: Lamy17.1713) und Horrebow (1737) 
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' 


continuit6 sera interrompue. En prenant successivement y=zX 
y=e*, elle fournira les formüles de M. Schlömileh rapportees 
ı commencement de cet article. Il faut observer toutefois que, 
ıique la- formule (9) soit plus developpee que la formule. (7), 
lle-ci l’emporte par sa simplicite: c’est pour quoi nous allons 
yus en occuper encore un instant. " 


Faisons 
y=Ys=e*, 
n aura _ | 
Yr =ertzere:, 
(ou - 
Yıt.y=er(e—]), 
# la forınule (7) donnera g 
k=n+ı] ö 
10) &fe= zZ, me ie — 1. 
Or, s etant egal & zero, | 
a | 
1%; (ee —1)k 


sera le coeflicient de u* dans le developpement de 
(e—D8 


suivant les puissances entieres et positives de #. Donc, si l’on 
designe ce coefficient par Du,n, on aura . 


n. et 
an) fe 


P} 

k=ı 
Lorsqu’on voudra appliquer la formule (7) a.la determination de 
la derivge rss il sera plus commode de substituer d’abord ze ä 


in! 
Bun gks 8 


€ et par suite 22 & 0,, ce qui la changera en 


jtı] 
(12) fa = Z al tl yzıta — yık- \ 


Maintenant si Yon fait 
Yy = Ys = xh, 
’n aura 
Yzıt9a = r(lre)%, 
’ou 
. ya —y=arlll+e)e—]}, 
t l’on tzouvera, ä Jaide de la formule (12), 
7x 
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XD. 


Sur le developpement de la fonction 
S +o)r— | x 
ne € 


Par 


Monsieur Ubbo H. Meyer 
de Groningne. 


Les applications du No. röcddent nous ont conduit aux coef- 
ficients des puissances de # dans le developpement des fonctions 


ti +WE—1}F, (er—1)E et (LH WE. 
La determination de ces coeflicients ofre beaucoup de diflicultes, 
et jusqwici on n’a pas trouve d’expressions dont la simplicit6 soit 


comparahle ä celle des coefficients binomiaux. Afın de- contri- 


buer & la connaissance de ces coefficients, je vais en signaler 
quelques relations. | 


Le developpement de la fonction 
d+tWer—1 


en serie suivant les puissances entiöres et positives de u commence 
par us, donc le developpement de 


A+e—1 
uu 
commencera par l'unite. Au lieu de la fonction 
Id + WB —1!* 
nous considerons donc plutöt la fonction 


am! x 
\ uu ’ 
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Or, lorsqu’on fait a @,: on 40, la valeur de (1+ Eye so chan 
gera en e®. - Donc si la valeur de ı est egale & zero, on aura 


1 .nse!—1,* 
0 5 g erduni; 





ou, en vertu de l’&quation (6), 
(9) Bar,n zer d,nt. 
$i, au contraire, on pose u=ı=(), il suit de l’equation (5) 
1msilite)y®_ on 
7% } $ = Yun. ’ 


€ 





oa, suivant l’Squation (7), 

(10) ' Ex,n sy PR WR 
On voit donc qu'il suffit de determiner d’wne maniere generale le 
eseficient 3 puingue les dquations (9) et (10) fournisgent le moyen 
de deduire D et & de 2. 


[DU U, 


Posons, pour abreger, 


au) fon Kr, 
om, aura 
| FR nn Arts 
(12) ef. =mu iz 
d’ou 
(1-+ 2% 


e(1 + Of ggg + e)fe 
. et puisque 
CE 1 1 
Ar IT Arp—it 


on tire de la precedente: 


(13) z(i+e) fe mrazle +#(u—le—Ufe, 
ou, suivant T’öquation (11), oo. 
s(t-Hodefe,x = Hf,x—ı +2 a—1s—1) fax, 


1) Kel+yaferi fan + Ale fer} 


Pour developper les derivees de cette &quation, on peut se servir 
de ia formule de Leibnitz _ 
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Klappelons role maintenant la förmule (7) du No. pr£cedent 
. ! " I . 
\. 


n ment \] (m) AN j m 
(al) RZ un, mil lyer—ym, 


et appliquons cette formüle au second meuibre de l’equation pre- 
cedente; ‚nous obtiendrons, en egard & P6quation. (39), .. 


| IE 


4 
HN 
1 


2 Pid+z+9e— (item. 


m=0 mi? 9 
En faisant z=0, et observant que y sevanouit- avec z,.om deduit 
de la precedente jointe & l’öquation (5): 


mr n 
Ya I Armt de tdi4ea— im. 
Er al ZU 7 . 


Mais, & l’aide des öquations (5) et (17), on trouvera 









1.» Dan 1 eh” 

TE 0 led Pla em 
gu” gu—m (A+S#—1 

(a—m): | ns 

done’ oh 'ahra = 

te , . maznt+i 


Yr,n,u= eo ur _x,m, 1 YUm,n-m, u, 


m ’ 
u | = u” Am,n-m, u 3 


ug } 


09 : 
ou, en ecrivant — x au lieu:de x, 


zent 
(42) Yun wo u® A.,m, ri An, am, u 


De plus on en tire, en vertu des equations (9) et (10), 


m—nt 1 
(43) 0 B_x,n= no x, m Dm,n-m» 
m—n+1 
(44) on C_.,n= < Dx,m Em,n--m- 
or, m—=0O 


Le thsoräme de Burmann conduit encore & une relation plus 
ple. En &ffet, en vertu de ce theoreme, on a 


u: = ORTE 


faisant 2=0 aprös les difierentiations, -et supposant que y 
Y 


$ranouit avec z, tandisque la rapport ‘— reste fini. Il s’en suit 
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2,7 ann 
wd wenn man hin ersten ee — setzt: a “ 





N) au er "Werth jedes fütegralen sohr teicht zu entwickeln ise: 
Ing ändere gute Substitution, für die uf. den elliptischen 


Gides passende Formel ($)’ ist ai 68) BUNG“ Dar, 2 _ 9; 


äs. Cursen, in "der. Ebene XF sind dann. die. Cosrdinatenachse 0X 
md eine Elli se, deren: Achsen a:.und .b.im den Linien OX und 
OY liegen. Sei daher in Taf. IV. Fig. 4 OX=a, OY=b, OZ=c, 
04A=a, OB=#ß, se,ist S= TUWFV und die Curve UW kann 
als Durchschnitt zweier elliptischen Cylinder angesehen werden. 


Ingkeich Ti ist:nach.ne. (4). | .: oo 
sah (uve- Lord u 


und wenw wir 2=at. setzen,. so werden. die Gränzen für £: 
a nt 
= =ß. i= =“ | (ID 
und folglich i BE = . 
s=b/, N A —- (AR —- DR) Iran 
oder für . .. 
ce?! .. 
1-3=:: rn 12), :. 


‚s =abf, ot v .: — gt. | (13) 


' , Nehmen wir spezieller = 0A=0 und — OB= OA=a, so wird 
ef —o ;» f=1 und S bedeutet jetzt die Fläche ZX@. Für die- 
selbe ist . u . 


.'f9 L_ 
s=abf GV 1— el2. 
0 


Berücksichtigt man hier, dass L. abz die Fläche der Projektion 
OXY als eines ellpfischeh Quadrauten.: ‚darstellt, bezeichnet die- 
selbe mit F' und seiz# 


age Tan in .&. - . . 
Ä =f aNAI—eR=k, 


11? 
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‚eine Reihe von ‚der Form:  .. 


0 min 
| 264 Gcosu + Czcos2u+ Geosdu +. ur 
mzusetzen; denn es ergäbe sich dann durch Multiplikation ‚mit 
—gcoss wnd Zerlegung jedes Cosinusproduktes in: eine Cosinus- 


‚anme 


| 1—ecosu 
(1—2o cosu + e%)* 


— 6 + C,cosut Czcos2u+ Czcos3u 
— gelgensu— LeCı (l4 cos) 


_ 2 eCz(cosu + cos3u) 


nd folglich durch Vergleichung mit dem Vorigen 
1 . a j ’ 
A=z30-eC) &) 
ınd sonst im Allgemeinen für ein ganzes positives n > 0 
1 
A=G— 500-1 + Can). | (4) 


Die oben angedeutete Aufgabe lässt sich nun mittelst des von 
Lagrange zuerst aufgestellten Satzes lösen, wonach jede Funk- 
tion F'(u) von u in eine Reihe von der Form | on 


5 C,+ €, cosu+ C,c0s2u + G cos3ut.. 


s 


rerwandelt werden kann, wenn man sich Auf das Intervall vu=0 
is u—= beschränkt; es ist nämlich dann 


2 7 
=- J. F(u) cosnuou. 
Io | 
n der Anwendung auf unseren Fall giebt diess 


2 fr cos nudu 
Gr —zJ , A Igcosu + 02° 6) 
> dass jetzt unsere ganze Aufgabe sich auf die Entwickelung die- 
»8 Integrales reduzirt. Dieselbe lässt sich in folgender einfachen - 
/eise bewerkstelligen. | 


Theil IX. on 15 


daher nach der Theorie der, höheren en und nach 2. 


altar. ip: 
Frealernh fen. ß: Eumf, EZar .,, . [= . 
"at “ arlh 
.. mt een. a ur tee 
ii. . , "tet de .. i “ 


Setzen wir in dieser Gleichun a+ß—%k für B, so erhalten wir 
durch einfache Umwandlung die bemerkensiverthe Relation 


—k 
BE uk ARTE 
9. oz IA: wrP- a _ —1+n, Einer ne , 
.. Fi % 0g j - On 
woraus für 16 
rn tan) +42). 


oder 
23. (re tnertne AH. Anna er naP 


erhalten wird, so dass das ‚Binomialtheorem für positive ganze 
Exponenten als ein sbecieliet 'Fall aus der allgemeineren Gleic ung 


2 NOrTRTECBMNGEN ist. 


22 DLR ’ MM ’ ur . . " " ie. " Fe . f} Bu . Yıı an! 
$ a ı 


Bu “ ie 2 | VL: . IE ia © = Bu Ka 
Es ist offenbar Romain 


| 
N tr B. 
lan =ipn=Ip Sof 


folglich, wenn wir für n nach und nach 1, 2, 3, u n‘ ainsetakın. 
und die auf diese Weise sich herausstellenden Gleichungen addiren, 


1 5,1 nn 
Er LlCEET)m Span 2m” «tn 


Fi 


Seren Za+nB) 


so dass wir ‚jet fgnde Teichuns haben: nnd 


N. arme HB. EIER”) CET MHaRGDRITER @ DB] A 


Dieser Reihe können’ wir n—1 Differenzenreihen abgewinnen 
und wir erhalten als Anfangsglieder derselben BAR 
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via'*), quäm recte Insequendo Theorema, de'quo quaeriter,. demion- 
stratum sistere liceät. 'Etenim uträque seorsim evolutä fünktionum 


d)...... A+tasetı) et (IH) mtn), 


si deinceps eximatur coöfficiens ipsius z* in „producto“ serierum 
hoc modo comparatarum **), rever& continget ut co&fficientem 
hancce in m+l terminos redigi liceat. Quae si tandem formula ex m+1 
terminis confecta ipsi («) aequatur, demonstrafum erit theorema. 
His jam praemissis rem ipsam adgredimr. . vw -C 


- ... of ee Fe Eee BT To 
1. Üti supra est monitum, id solum agitur ut evincatur duplex 
illud membrum posterias aequationis (I) in Theoremate, de quo 
quaeritur, Coöfficientem corificere' ipsius.r” in‘, producto“ serierum 
ex evolutis seorsim ambabus (6) comparatarum. Id quod in tali 
re solito hoc more perfici licebit. Bez 


1 ö) a EEE 

Ex hisce uo.d 

| (A+ax)ı—=1—- ar +02r?— ei + (I an an + &c. 

(14+$2)-1=1—- ge + 827? — .... + (— jr gnzr + &ec. 
consequitur ! 


.. 
a Sr 


. ur I aa En 
2 23 3 3 " 
a” — 0 ud 


| eh 
..t+(—1) Zr er Zu ‚+ &e. 


ideoque esse coöfficientem  ipsius:2* ‚in „producto“ serierum ex 
evolutis (1-+ «r)-* et (1+8x)-! comparatarum isthanc 


+1 grtl — 
(I) on (I. = ‚.(brewiter). 
Ex his 
- u A+oa)-Nl492-1= 8 Get | 
la. . 
‚i=0—1,_ 
TE Apex) i(14+B2)1= S Cal 
. “ ı=0 





*) Conf. tamen ea, quae, in nota I. sub finem opusculi hujus relata, de 
hac re admonendi ansam' nohis dedit Commentatio‘, . cujus supra mentionem 
fecimus, Celeb. Schlömilch. 

") Nos quid hac phrasi „producto serierum‘“ intellectum völumns, 
id nullä sane hoc tempore opds habet explicatione. ‘Nec omkino: locus 


16* 


Ma. fir. 
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anti—gnti ‘ 


Ä 2 
U)... Ira 27. Ca (nt) (et +4) 2. — 


30 | 


3; "ı, ‘9 


E A+ax)-2(+ Aa) Ei Ga: 
‚tet 


Tum ex ‚hiace 


” L- ru 5 


Atem) l421= 5 Ge 


consequitur esse coöfficientem i ipsius rin „ producto “ serierum ex 
evolutis (l1+ax)-3 et (l+x)- comparatarum isthanc 


ideoque, secundum (II), . ... 


OR Ma. | 
= el 





a 
= SCH, ati etair f 
= Ce m Tue 5) 
seu breviter ee u RR 
.@).. - Pr =, 48. Zu ER u. 


‚selleet posito .(Krevitatis ergo), p denotante numerum integrum 
aß, 


Spn= SCH Dear Herr hrtt.gtehn, 


At, vi naturae ipsarum a et ß, 'habetut relatio idta (dum p 
numerus est integer):: 


(A)... Sh (tr ten (det rts her. rn „, 
eujus ope formuli- @ redueiter in’: ac 





ud Eu wc ae yet iin 
, Vid, Notam 11. sub finem hujusce nie EP, 
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AV). - an I" (« — PJ%. G= (n+3),(omt44-Bet4) —An-42)s on+3 — An+3 


a—p 
. u -ga+2 +2 artı__ 1 
A ED 
N 50) an 
Ulterius ex 'hisce nz 
' , FR. JR i 
N tea 8 Ca. 


et -. 
| =R—_ı - - 
A+ex)1Ml4ß2)"= S Gat - 
on i=0 _ 
eädem usque ratione ac in praecedentibus concludi licebit, ita esse 
" 5 


eomparatam coöflicientem C„ ipsius z” in „producto‘ serierum. ex 
evolutis (1 + «)-5 et (L4+Px)-° coortarum, ut sit 


m. rt. = at 


a—ß' 

+3__ An+3 n n+2 

+4 Bad 
“ Be amt — Ant 
Te) 


2 Jamque per inductionemconjici licet esse (dum m denotat 
— (mk1 


ıtmerum integrum aut 0) ita comparatam coefficientem (Cr ipsius 
"in „producto “ serierum ex evolutis (I+«r)- mt) et (+ßz)—t 
coortarum 


‚ut sit . ; 
M.. (— )rfa— Prt1. a —{n-Hn)m(ortet H— et 1, Beta+f) 
De Am 
m "ortm—1 + (— Tm—ı, Brtm—F . 

+ F, (n+m—2)m—g Tel nm .. 
no . u antı — Brt1 
|. .. men ee +(-) Fan Bm ; 
Bo. (vP) | 

_ um Be antmti—k 4 (— JmtHi-köntmt1—k 
r Ss (-k end ki (n+m—k)m—k Zn 77 en: 


‚7 Valere hause legem pro n=0, 1, 2, 3, 4, jam supra erat exper- 

tages. Concesso, valere eam usque ad ın quemdam (inclusive), pro- 

'*pabitur jam :vera esse pro sequenti m +1. 

; Bever& habetur, ut solitum, 

—mt2) Rn -ı (mtl) 
=S - On-i C 


1=0 


ln 


3 


eoque, secundum (VI), 


zmrIi— (I) ep gern 
Re 


i. e. (posito suecess. k=0, 1, 2, ....m) 


(6)... = Sapı — u Sm + ee Sm. + ben en sr ı" en x 











At ope aequationis-illius (A) adhibitisque insuper relationibus illis 


(m +2 +(m +9. = (m + 3)a, 
(m +3). + (m +3); = (m + 4)s; 


etc. in genere 
(m+ pP) + (m +p) = (m+p+1» 
reducuntur in (6°) — [ponendo success. p=m, m—1, „8, 2, 1] — successive termini 


“ primi äambo in 





 (a+m+ Dar (erttmt2 + (— mt? Brtmt2) — 4 32 Im; 


primi fres in 


k=1 ontmt+2—k 4 (— ])mt2-kntmt2—k (m+3)e 
«Bj? Sm 





primi quafuor in 
antm+2-k 4 (— Jymt2—kfntmt2-k (m-+4); 


GB Ta 








k= 
SC Vmtl+ Miatntl-Bnn- 
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et sie porro: adeo ut primi m termini (h. e. omnes ultimo excepto) 
reducantur i in 


Sc e Diem tdnee H-Km4 a ne nei 24 


et om mn | 
ideogue tota. ‚quantitae (6°) in u 


FEN ' AT Nie 


ee 5; 


cujus quum terminus novissimus secundum aequat. (A’), ope relationis 


. er. " @m+Dn. 2= (dm + Ymtı, 
abit in .. 


2r 


De De HD Oman mer 


jam omni absque dubio pätet reduci (6’) in Ipsum membrum 
posterius aequat. (VF) mufato ibi m in (m+]). 


Q. E. D. 
3. (luae cum ita sint, habetur ex neqnat. (VV/) 


"men 
royal un ak be . j . er : 
dum m ‚par est auf: 


antik (— ])k Antmtı-ı IK) 


„s seh mir atn- PR ( Bjmhe 


_dum vero impar: 


[ 
Fr | ... 


5 Ku h* (m He (m +m— Km 


| } " Ä 
tm (a 1% Btmtit, 
(a— P)rtıtk ! 2 





seu, quod idem valet, 


dum m par est aut 6: 


WM... ci 


i=7 Zum 


antm+1-2 mel . 
- s St rt 
u == _ı 


DB, man en unten} Batm-ar 


A 
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(usque ad primum. ‚termiaum 'evanescentem) 


1 


FE nn sin a fm- 44% ee 
= N (—;) A — tm M)a_ei 
#=0 SID ze. 
rn Een m cos (tm) 
-— S(-}) ' .F u ——— (n+m—-3i—l)a-2i-1> 
0 co8z 


dum vero m impar: 


rZL m+1 cos (n+m— %+ 17 
3 — m 
, —ı 2 . F gi —  — tm mai 
0 a” 
ae 3 
= mtl, m sin (ntm— 2%); 
i +Fespı a nahen 

0. sind 

Posito success. m=0, 1, 2, 3 habentur Y: 


sin (n+1)E 
(2)... 1a), Hm — 3), +ete.= =———; 


sın Fr 
(8)... 1. +), 9m, +3 1); —4n—2), + etc. 


Ex. gr. 


cos(n+2) sin (a+l)> 
a a 
u... 6085 Ä 














| " sinn+ 3% cos CE u . nt 
pet (td —— nt 2. ——— ]; 
sinz coaz sinz 
ELF ng rei 
cos (n+4) sin (rn +33 =. 
z]. u Bean au  (n+2)- 
cosSz . sin? | 
Ä re cos (n+ 2) on * sing+D® 
EEE ERuE EEE SEE A — HD ——} 
nie. a co8> | " . sinz 


4. Quo ex thepremate rectä consequitur hocce 


aram ope relationym' nova, quam heio exposuimus,. 'I;heorematis forma 
rfacili negotio prodibit. 


®) Conf. loc. supra eit, 'U. VII, pag. 266 et 267. 


\ 


sea qwantitas intta uncos |] in: (2); vi relationum illaram 
ß 


i potest in 





(a4 p), (efrt 


4 
A 


«—p 


R 


14 (7 1yr+2 Brit) [pr ++1 SI a4 (—1)r-t. N pe] 


9 


17 


IX. 


: Es bielbt aun noch ührig, die Grösse von OO zu bestinmen. 
Dies geschieht am einfachsten mittels des: Dreiecks .BOO', aus 
dem sich sogleich ergiebt: 


00':= BO? + BO'32—2BO.BO'cos(B—2r). 
Da jedoch O0’ in Beziehung auf die Stücke des Dreiecks eine 
symmetrische Function ist, so muss sie sich auch so transformi- 
ren lassen, dass sie auch die Form einer symmetrischen Function 
hat. Zu dem Ende wollen wir setzen: 

sin sin Asin.z sin z ‚sin C sinz 


und erhalten dann: u E Bu Zr 
003 AG sin?z (sin?A + sin?C _ 2sin Asin C 
hei ul ro ul =. 


Für „ein 34 -+sin?C) kann man setzen (sin?B + Osin Asin Ccos B), 
so 





cos (B-22)). 
. AC:sin®z (, sin Asin C (cos R— cos(B— )) 


oder, wenn man die beiden Cosinusse vereinigt: 


AC?sin2z (1- Aein „ein A sin Csin(B—x) 





sin? 
Nun aber fanden wir "* 

| edgz—ctgB=ctgA+ctglC 

| sin(B— 2) __sinB_ | 

ur , sinBsinz “ sin Asin © en) 

woraus sich ergiebt: 
"sinAsinCsem(B-a) . 
— pm 35353 —sınz. 


\ 
D 


Es wird daher 





00':— - Z) ein 2z(1—4sin?z). 


Diese Form ist symmetrisch, da 
AC _BA __BC 
sin DB” sin sin A 


wo r der Radius des umbeschriebenen Kreises ist. 








=, 
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Um den Werth von O0’ für die logarithmische Berechnu 
einzurichten, ‘schreiben wir .. 
00'2—16r?(4 — sin?z)sin?z, \ 
und bedenken, dass 3—= sin3O; dann hat man 
00'3 = 16r?sin ?r (ein #0 —sin?r) 
— 167? sin ?z sin (30 +2) sin (O—r), 

und eudlich 

=... 00 =4rsinzY sin (0-4 2)sn 0 — 2). 


Da O0’ immer eine reelle Grösse ist, so muss sin (A0-—. 
immer positiv, d. h 


„ 2. <3W0? 


sein, ein Resultat, welches mit dem $. 9. gefundenen übereinstimmt 
$. 12. 


‚Die Grösse det Seiten des einbeschriebehen Dreiecks (Faf. VIIL 
Fig. 5 und 6.) hängt v von dem gegebenen Winkel.p ah. Es is 


nämlic 


fo: .0=B0; b0=CO: cO=gin(e+9): einz, 


\ 


aber auch , 
—AC:ac=BA:ba=CB:ch. 
Man hat also: 





sinz sinz sinz 
ab=AB sin(< +9)’ b6e=B CHh@F+p) dat 


Wird statt der Winkel 360 — 9 genommen, so erhält man 
die Seiten der Dreiecke Taf. VII. Fi ig. 7. und 8.; sie werden: 


ab= AB BC, Act 
sin(7—gp) sin @- =) sin (2 —9) 


2) P= yylz—aza) (ZI. EL 85) 
—yıyı (& —23)-(23—2,)(7s —-2,)@s —%e) 
+ y1ı9.( 2 —%,) - (2323) —-2,)25—%e) 
— Yı9s Li 25) (La); — zur «%9) 
+ Yyayı (23 — 23) (Ha —r)2. 25) 2) 
— Yayı(%a 2) (Ar I) (Rs —-8,)(; —2) 
+ ya$, (ds 8,).(&ı -2)(23— 2) 2, —1,) 
+99, (3—3,) (1-2) 23 —-2;)(8; — 1) 
— Ysyıl23 —- 8). (4-2) — 2) —2ı) 
+ y.9(&,—2,). (1 — Ze) (La 23) (2-21): 
ferner 


15) @'= YıYya (Yı — Ya) (732,2, 7) Ts) 
— Yıys(Yı —Ys)- (« 3—7,)(2,—2:)(2, —2e) 
+3 Yyıy. (Yyı 4%.) (a—2)(23 2) — re) 
— Yıys (Yı—Y5) (La) (23 —2u)(2ı 2a) 

+ Yayı (Ya —Ys) -(Fı 2) Ki —T,)(2, 21) 
— Nr (Yya-Y:). (1-23) (23 —2;)(2, 21) 
t+Yays (ya—-%;) (2 —23) (23-2, 2) 
+ 9yı (Y Ye). (2ı 28) (La —%s)2;— 2) 
— YaYys (Ys—Y;) -(Tı a) (23—-2,)2ı— 2) 
+ y:9% Yı-Ys)- (di re) (Ra —2)(t3 2) 
und 


7 S'=—Yıya (ya yı)- (23-2424, —2,)(2,— 25) 
Pf . ty Gy -FsYyı)-2a—zı) Er 2): — rg) 
— yyı lzıyı rg) La) —F)Rs Ta) 
+yıy Gy —zsh)- (a2) zu) — Te) 
— Yoyılzay —T,Ya) (1-2): —-T:3)25—%ı) 
+ Yyayılzayı —TıYa) (Li 2) —-Is)@ 2) 
. BR — YayılTays—XsYa) (71 —2,)(%5 —z7,)2,—%) 
. . YyyılSyı —-Eugı)- (LI) T,)2 21) 
+ y:95(8:95 25%). (di Tg) La 2) 21) 
Igel 44) (Zi -Ze)(23 —-23)(Ts— 21) 
i gesetzt wird, auch 


15) A=P, B=—-@, D=S' 
setzen können. 


herauskommen. — Differenziren wir nun die Gleichung (2) nach z, 
so ergiebt sich für 1>moda> — 


nl FR 9) 


und diese: Gleichung werde Seite für Seite mit des folgenden mul- 
Gplizirt: 


Tepe aid 
3 et 


% 


Man findet so ohne Schwierigkeit : 


— fea(Y ı+2°+2) Re 
ale en te I @ 


— R, + Bar? + Ra 4 Ryas + .... 


wobei die Werthe der mit R bezeichneten Coeffizienten durch die 
Formel 


.r 
LJRPEEr SE Ban 
.. 





Ru=an4 ee \ 
Bu "+38. en 
bestimmt werden. Setzen wir ferner in der Formel: a): 
N Falten na “nr ; 46) 
„ L Kr a Br NY 17 ana L, Jeme .. weht: 
so "wird av ma=u+l, =, wh, und hiernach- orgieht sich 
| [e= u Rs „Es _— —)4 
a te]= Ro + Bw- Lars (u Dt 
®T- ı. UN 
und ‚apeh|eiderseitiger Multiplikation. mit 
I, at — (+: Edi. m 





weit auh ler'Yiige 


‚@eichung: 


Ä 


d. i. .. 

ln Tree, Z AretanZör. 

Hierauf eigiehh ‚sich leicht 0 1 

like) —Iile” uf, “2 Arctau ir „ 

und wenn man für YEre> v3=1, wo immer 
w- nz m ie 
1> = rar >- Be 

ist, den Arctan in eine 'Reilie verwandelt, so wird 
ker) —li (6 *) 
=TA@- 9-3 hm l4 we 


worin die Grössen J durch die Formel 


EM COST 
Fat = IB Areas 
bestimmt werden, wobei das Integral sich leicht näher ausführen 
lässt. oo . rn en hl. 


Weber die höheren Differenzialquotien- 
‚sen der. Potenzen des Cosinus. 


Von dem 


. Herru Professor Dr. O. Schlömilch 
an der Universität zu Jena. 
er in FR 57 I ELSE 
: Dilfeeensirt!n man inehrmele hintereinander den Ausdruck coRhz, 
‚0: Andet man leicht,' dass die Differenzialgnotienten gerader grt- 
nung unter der Form stehen: 
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07° cosixr 
orar 





It 
= Kolian (2 cos 2)“ 
H [1 (a2 — po ae. (u—2)o] (2cos.z)e-2 


HL 020 — 1 (2 Aaron. (3), KRconaye4 





+ 
oder mit anderen Worten : wenn > gun. 
„am: u | . in . ne 
ne "=M cos + Agcpg #2 + A,cos!—ArH... 
nenne + Ayncone ug 2) 


gesetzt wird, so ist für ein ganzes positives p: 


Ayp = ap (1 —2p)”* 


BET pH 


+ en wietı, (8) 
worin das Bildungsgesetz der Coeffizienten mit völliger Deutlich- 
eit ausgesprochen liegt. 

Da aus der Gleichung (2) hervorgeht, dass Agnto, Agnt-as Efe. 
nicht vorkommen können, so folgt, dass für y>n immer A„ = 
sein musg, was einen rein algebraischen Satz giebt, dessen Beweis 
ledoch, einer brieflichen Mittheilung des Herrn Dr. Arndt zufolge, 

wöhnlichen Mitteln Trotz zu bieten scheint. 
tzt man zur Abkürzung 


1 en [Ao+ Aa +... + Assl== Can, 


io ist 
coarz= (+ ar?+C,2.+ 62H .., 
je man leicht mittelst des Mac-Laurinschen Theoremes einsieht. 


21* 
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Be: 4de=Ac: AB. ...... D 
son da Be=Ac sein sell, so "folgt diese Proportien sogleich aus 
Ac:cd= AB: Be. 
Hiemit ist zugleich der Werth von A, für den Fall gefunden, 
ss die wahren und zufälligen Grenzen sich decken, dass also 
C=BE' und AC' BE. Denn mit Hilfe dieser Bedingung wird 


‚ AC:CD=AB:BE und 40: CD'=AB:BE 
ıtstehen : 
“ 4C: BC=AB: AB+ BC und AB+ BC: BC=AB:AC; 
us beiden aber folgt: 
AC:BC=BOAB. .....:9 
Vergleicht. men 1) und 2) mit einander, so folgt: 
Be= AU und Ac=BC. 


XXIII | 
. Kin #aar Metraedersätze. 


Von dem 
Herrn Schulrath J. H. T. Müller, 


Director des Realgymnasiums zu Wiesbaden. 


——— 





* 1. "Werden Ih den vier Seitenflächen 


4A4,B,C,D 
nes Tetraeders, deren Gegenscheitel 
a,b,c,d 
d, vier Punkte 
b',c,» 


geostalt angenommen, dass die Geraden 
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2. Werden in den vier Tetraederflächen 


A,B,C,D 
vier Transversallinien 

a,b,c,d 
dergestalt gezogen, dass dieselben i# der ı Zemeinschaftlichen Trans- 
versalebene \ | 
w u ih De Er 


Bin ke Yezeichnet ı man die hierdurch auf den Teiräedörlichen 
Dreiecke, welche durch je zwei Tetraede ad 
üg zugehörige Transversallinie begrenzt werden, nämlich, .,... . 


ad, a, ee, ; 2, ar dc, da’, db’ 
mit | 

Da, Ba, Ca; As, Cs, Ds; Be, De, Ac; Co, Av, Bo; 
so erhält man dieselben Gleichungen, wie die in 1. gefundenen. 


Sowie der Beweis des ersten Satzes dem des ihm ana] 
‘vom Dreiecke entspricht, wonach mit Anwendüng derse 


Bezeichnungsweise 
nn oo. ab. be. Ce = Us.Cb. be 


so ist diess äuch mit dem des zweiten der Fall, der für das 
ao ebenfalls dieselbe Gestalt "hat. 


Diese beiden Belirsätze mit ihren Umkehrungen, deren weitere 
Verfolgung mit Rücksicht auf ihren Zusammenhang mit andern, 
Welch tsoch nicht bekannten Sätzen sich. der- Einsender auf eine 
dere Zeit verspart;' schienen, besonderes:: in ihrer Analogie 
mit den erwähnten Dreieckssätzen, der Mittheilung werth zu.skie: 


r 


._——u| in - .— 


—— 
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oder, wenn wir der Kürze wegen 
| EEE er 
lt 
B=d4 It At Ip AHsckrr) 


K=(t4. 794 ri A Hp Hors no)R 


u. 8. W. 
setzen: 


(r +1) (r+2)...(a+A)2rt!=n (a +1)... (a + k—])ar.Kr, | 

(rn +2) (r-3)...(n ++) 27? = (n + DR +2)... (n+%)2rt1.Kz, 

(n-+3) (n+4)....(a +42) 2"t°=(n+2)(Rr+3)....(n+%+l)art?: Kur, 

(r-HH)R Hr)... (Ra +&H+3)2rtt—=(n+3)(n +4)... (na+4+2)2rt3.K,r, 
aleo u. 8. W., 
 @a+4+D)a+2).... (a +)! =nlaH+1)... (Rn +k—1)2r. Kr, 

(n-+2)(Rr +3)... (a ++ )2rt?=n(n +1)... (n+k—1)2r. KK,z3, 

(aH3)(n +4)... a ++) zrt>—=n(n+ 1)... (n+4—)z". KK, K,r?, 

(n-+4)(r-+5)... (nt) r Henn +)... (n+k—1)2r. KR, Kak;ıt, 


u. S. W. 


OBenbar. ist aber 


K>K>KR>K>K,> us w., 
und folglich 
K=K, _ 
ERK,<_&K%, 
KR,R,<&?°,- 
KER,K,K, < Kt, 


u. 8. w. 


Kr=Kz, 

KK,2?<(Kz)%, 

KR,K,r°< (Ka), 

KK, K,K,ıt< (Ka)%, 
u. 8. w. 


Daiser ist nach dem ÖObigen: 


3237 
9) a-)=  Terar 1) aa’. 
Für k=1l ist nach 1): 
eitietiaetle t. „+ am on 
11 | 
on. Ttfatjet ler tl " -L 


1 2 3 —1 
| +tj=+ j +72°4 + pa 
—1i+z+2342°4...}42--1 
1.2 3 a—1l 
+4 tj2+72. - +77 7%. 


SelHztztt2r.. 4 re-de, 
also x 
3 A-ltztet er 


- Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Gleich 
2; mau, dass, wenn diese letztere Gleichung ganz al. 
gemein, d. h. auch noch für Z=1 gelten soll, 


ta, _ 4) S—1l42+224234..400' 


werden muss. Dies vorausgesetzt, ist nun nach der e- 
Seinen Gleichung 2), wenn für & nach und nach 1, 2, 3, fun’ 
gesetzt wird: 


a-. =, cH a", 
_2_a@aıD)a+D 
One. 
_2_ "+14 Dm+3) 
dab tetlietNet2,. 


u 8 WW. 


ak nern nk 
a 


a—2)$ =". ” “- er 
Aa, =( _nL- ae A-DJar,. 


(1—2)°5, ee Ant Are“ 


4) | 


(1—2)* $, _ (do) — n nel d—2):a", 
a. Sr w. 
a- a are. 





und folglich, wenn man’ addirt. und ‚auflicbl, was sich aufheben 
st: 


da) - 
ar 2 gt + 





Zen | 


+73. =? 
„neilatnerm ao ( 


SW. . RE 


af). ati a jet 
Weil nun aber nach 4) und der Lehre von den geometrische 
Reihen 


0 1—_qn 


5) = T 





ist, so ist 


1— ar n 1 
dA-gHn! Ta | 
n(n+1) 1 
+ TI Tg 
eier, 1 
| "A— 22 2 
| nit Dn2a4 3 1 
1 7T.2.34 (don 
BE u unen . u. 8. w: 
E aRH)(n+2)....(n+k—D) 1 
+777723.% _'I-: 


1—x 


k 
6) = 


. . 
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Wenn jetzt das erste Glied einer arithmetischen Reihe der 
kten Ordnung und die ersten Glieder ihrer Differenzenreihen ‘durch 


A, AA, 224, IA, .... IkA 


und das nte Glied dieser Reihe durch y} die Binomialeoeflsien- 
ten aber auf gewöhnliche Weise bezeichnet werden; so ist nach 
der allgemeinen Theorie der arithmetischen Reihen bekanntlich 


Ar —A Fa-D, 444 (a), 4244, De BBA+... ; 
‘ + (rl) 1A, 


also, wenn ınan für n nach und ‘ach die ganzen Zahlen 1, 2,3, 
4, ... n in diese Gleichung einführt: 


" A=A, 
A=A+). AA, 

| A=4+2%- 4HA+2.124, 
Hd AA+3,.124+3.4°4, 


.\ - -_ 


’ nn I u. S. W. 
Az =4+0-Dı. aA 1a. PA+ (n-1s. 4344... 
tn et Dam. ag; 


. 
- . 
[\ 


und fol ich, . jrenn man. diese Gleichungen, nachdem man sie nach 


L 2,202, 2°, ... a0 
multiplichrt hat, zu einander. addirt, und der Kürze wegen 


DZ Ar AHA FAT A. 
setzt, wie leicht erhellen wird: 


“nr Ba a en nd 
and det I, 


se UNI bh. { y. .. ! [2 . en . " u. Be- Ww. . a .% T’. E) 
12.4 a...) 


+ S, ar 34 \ 
| + Ss ze-1m-14, 


los Ben IT - fi; Ar ’ uch 


Führt man nım in diese Gleichung für a 


Sn, Ss Ss Sn ... 8, 5, Ss 


ihre Ausdrücke aus 5) und 6) ein, so erhält man: 
Theil IZ. 22 
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II, Ih, Il, Il, IIgv 
lurch 


2, %5 %5 9» Yı> Iı5 9a» Ya» a5 Pa» Was Ag5 5 


so ist, wie ich in der Abhandlung Archiv. Thl. VI. Nr. XXXVII. 
3) und 24) gezeigt habe, wenn wie dort der Kürze wegen 


5) K=V 42+ B?+C? — (Acosa + Bcosß-+ Ccosy)? 
resetzt wird: 
(42+ B?+C?) cose— (Acosa-+ Bcosß + Ccosy) 4 


Kast KNIE 
8) ey = ArB?r N eosß—(Aeose+ Beosß + Ceosy) B 
) = KN 42+B?+ 0 


cas AP+B?+ O9) eosy—(Acosae+Bcosß + Ceosy)C 
m KYAr+B+G 


and 
7) cosi= —_ 
arte 
ınd ebenso für die andern Kräfte. 
Also ist 
A 


COBTCOSP—=cose — #+2+@ (4 cosa + Becos B+ Ccosy), 
cosicosy—cosß — F7Br6(4 cos« + Bcosß-+ Ccosy), 
cosicos4= cos YA cosa+Bcosß+ Ceosy) 
nd, wie man mittelst leichter Rechnung findet: 
cosi (Ecosyp — cos p) 
rt (y cosy— zcosß) + B(zcose—xcosy) 
+ C(zcosß— ycos e) 
D 
-FIBIiG (A cos ß— Bcos «), 
cosi(ncosy— $cosY) 
— Aep Ber Aycosr—:coe P) + B(zcosa— zcosy) 
+ C(»cos B—ycoso) \ 


D 
—_— #+ Bir; (Beos Y— Ccosf), 
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cosi($c0osp — Ecos y) 
= Arer!4 (ycosy—zcosfß) + B(zeosa— xrcosy) 
+C(zcosß—ycosa).) 
_ erBr ron Coosa — Acosy). 


Also ist offenbar in einer bekannten Bezeichnung - 
8) 
ZIIcosp=&Pcose— Arparo(4 ZPcosa+BZPcosß+CZPeos}), 


ZIleosp=ZPeosß pe F 4 ZPcosa+BZPcosß+CEPeogy) 


ZIlcosy=3Pcos rFrRro(4 ZPcosa+B2Pcosß+ CZPces) 


und 


9) Ä 
Zl(&cosy —ncosp) 


Y 


= PT) JZP(ycosy—zcosß) + BZP(zcos a-— xcos}) 





+ CEP(xcosß—ycose)' 
D 
- FIB70 (AZPcosß— BZPcose), 
ZIl(ncosy— &cosYy) 


= HET Bern! AZP(ycosy — zcosß) + BEP(zcos«a— x cosy) 
+ CEZP(zcosß — ycose) 
_— FIRE (BEPcosy— CZPcosß), 
B ZII($cosp— &cosy) 
= Ar Ber AzP(y cosy—zcosß) + BZP(zcosa — xcos}) 
+ CZP(zcos ß — ycosa) 
(CEZPcosa— AZPcosy). 





DD _ 

- 42+B?2+C? 

Weil nun nach der Voraussetzung die Kräfte 
P,P,, Pr P;. Ps: .-.-- 


unter einander im Gleichgewichte sind, so ist nach den Grun® 
lehren der Statik bekanntlich 
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ii. nu AZPeosß == BZPoose; a a 
| un on BEZPcosy=CzZPeuß, . 
CZPcose = A2Pcosy 
und 
A'ZPcosß = B'EPcosa, 
a Be B'ZPcosy= CZPcosß, . 
ÜZPcose = d'’2Pcosy 


ergeben. Nimmt man nun die erste der beiden durch die Glei- 
chungen . \ 
Arz+By+C:+D=0, 
\ Az+B'y+ Cz+D'=0 
charakterisirten Ebenen als Ebene der zy an, was offenbar ver- 
stattet ist: so ist | 


TA, BO, CH. 


und folglich nach dem Obigen offenbar _ ee wann. 
ZPcosa=0, ZPcosß=0; 


1 


also ferner nach dem ‚Obigen 
A4'ZPcosy=0, B’ZPosy—0. 
Weil: mt über ‘nach der Voraussetzung die beiden Projectisne- 


ebenen sich schneiden sollen, so kann, offenbar nicht -Zügleich- 
A'’=0, B’=0 sein, und es ist also nach dem Vorhergehenden 


ZPcosy =. 
Daher ist jetzt | | u . en 
ZPeose—0, ZPcosß—0, ZPeosy—0; 
und nach den Grundlehren der Statik sind folglich die an einem 
und demselben Punkte wirkenden Kräfte | 
la 5 pp, Pa Pas Pa. an 


unter einander im Gleichgewichte, wie bewiesen werden sollte. 
KU EIT IT pw ae AR 
en g.3. u 
| Für auf eine ganz beliebige Weise im Raume wirkende Kräfte 
‘ lässt sich ferner der folgende Satz beweisen: 0 
Ban | 
| u Lehrsatz. 


Wenn Kräfte auf eine beliebige Weise im Raume 
wirken und deren Projectionen auf drei sich in einem _ 
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‚. Aus der ersten dieser drei Gleichungen folgt, wenn man wie 
u vorhergehenden Paragraphen . 
. A=0, B=0, C=1 
etzt, auf der Stelle 
| ZP(xcosß—y cosa)=0, 


ön ‚dadurch: 


| A'ZEP(ycosy—zcosß) + B'ZP(zcos« — zco8y)=0, 
A"ZP(ycosy—zcosß) + B"ZP(zcose—xcosy)=(; 


nd die beiden letzten der drei vorhergehenden Gleichungen wer- 


oraus sich ferner leicht _ 


(4’B" — B’ 4") 2zP(ycosy— zcosP)=0, 

(A'B" — B' 4") ZP(z cose— zcosy) =0 
giebt. Wäre nun 
j A'B" — BA—0, 


> würden die Durchschnittslinien der zweiten und dritten Projec- 
onsebene mit der ersten, deren Gleichungen 


Az+B'y+D'=0 und 4’"=+ B"y+D"=0 


nd, sich offenbar nicht schneiden, wie es doch unter der gemach- 
m Voraussetzung nothwendig erforderlich ist. Also ist nicht 
"B® — B'A"—=0, und nach dem Vorhergehenden ist folglich 


ZP(ycosy—zcosß)=0, 
EP (zcose — 2cosy) =. 
. Daher hahen wir jetzt die sechs folgenden Gleichungen: 
ZPcose—0, ZPcöosß=0, ZPcosy—=0; 
 ZP(zcosß— ycose) = 0), 
ZP(ycosy—zcosf)=0, 
ZP(zcose — x2cosy)=0; 


as denen sich mittelst der bekannten Grundlehren der: Statik auf 
er Stelle ergiebt, dass die gegebenen Kräfte, 


P, P:; Ps; P;; Pas... 


ter einander im Gleichgewichte sind, wie bewiesen werden sollte. 


$. 4. 
ae $. 1. und $. 2. ergiebt sich nun unmittelbar der folgende 
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$. 6. 


Man habe jetzt eine beliehi nseitige Pyramide, deren Grund- 
fläche und Spitze respective A A, van ‚An und Ö sein mögen. 
Die Grundfläche nehme man als Aa der xy an, und bezeichne, 
dies vorausgesetzt, die Coordinaten der Kcken 


4, > Ay, 4;; App An. : 
respective durch | | 
| 2 Yı> 0; 23, Ya: 0; 25; Ya» O5... 2, Ya; 0; 


die Coordinaten der Spitze O aber durch &,n,$ 
Wenn wir nun die Gleichung der Seitenfläche A,A,0 durch 


ee 
bezeichnen, so ist 
Ası + By, +D=0, 
Az, + By + D= —0, 
 46+ Bat G+ DU. 


Aus diesen Gleichungen folgt durch Subtraction en 


Az —2) + Biyı -2)=0, 
dan 9+rB1-n-G= 0 


oder | 
- ie + (u = = 
+ - 3-5 =0; 
folglich, wie man hieraus leicht findet: 





B_ n-m € el allen] 
Weil nun | on nn 
Ae-d+ BEN 4 CRD 
oder ee on 
440m +5 G-9=0 
ist, so ist | 


| wieda ten 0 
nn 
oder‘ auch, wie man leicht üindet, | _ 
24% 
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AAO, 4,4,;0, 4,4,0, on An-ı AnO, And, © 


rer Pyramide auf den Ebenen dieser Seitenflächen senkrecht 
‚nden geraden Linien auf der Grundfläche der Pyramide re- 
ive: 


yet - te earth), 
y-1Qaty+t)= FR a a4 +9)), 
YyaTy. 
y-!ytya4N)=— Hz tzH+d), 
Yy%Yı 


u 8. W. 











enter h, 


Yy—3(Yyatyı + en 





— 


an —yı 73 (antzı +). 
mmen wir nun die Coordinaten der Durchschnittspunkte der 


lsten und ?ten, 2ten und 3ten,...., (n—1)sten und nten, 
nteri und 1sten 


ıction; so erhalten wir, wenn der Kürze wegen 


F=- YıY) (ya—Ys) (Ys—yı) 
+ Yı (22 — 23) (25 4% + &) 
+ 9 (23 21) (@& +21 +9) 
+y(@ı -2)& +23+9). 
Fa= (y—ys) (ys—Ya) (Ya—Ya) 
+ ya (2 24) (+74 +5) 
+ Y3 (2422) (24423 +5) 
+ Yy4 (29 — 23) @at23+8), 


FR= (sy) Ya—Y) Y—Y>) 
- ty (2%) (tt. 
+ Yya(&5 03) &s+23+2) 
+ Y (23; — 24) (%3 t+24#3), 


Us 8. ww. , 


Fa- = (Ya-ı — Ya) (ya—Yı) (Yı — Yn—ı) 
+ %Yn-1 (az) (2a +7, +8) 
+ Ya (&ı — 21) Cı t2n-1+ 9) 
+ Yı (@n-ı — Zn) (aa +2n+3), 
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Ha= iu(yı —ya)+2ı (ya—Yyn) + 2a (Ya-Y ı) 
=— yalzı —a2) — Yı (&3—2a) — Ya (&u— 21) 


wird, für diese Coordinaten die folgenden Ausdrücke: 


Ah 6 
A: m’ 
PR 0. 
HA,’ Hy’ 
bh @ 
DH,’ Hs,’ 
us w. 
Fa Gi 
H’ 
6 
Hn’ Hn 


r die dreiseitige Pyramide, d. i. für n=3, ist: 


F= (1%) (y2—-Y)XYs—Yı) 
+ Yı (22 —23) (+23 +5) 
+% (23— 2%) (rs+2ı +5) 

+ Y3 (21 —22) (&ı t+2a+9)> 


IR= (y-ys) Yg—Yı) Yı —Y2) 
+ Y9 (73 —2ı) (z3+21 + &) 
+ Y (&ı 23) 9 t+22+5) 
+ Yyı @2—23) +23 +5), 


F,= (y—Yı) Yyı Ya) (Yya—Ys) 
+ %Y3 (21 —3) &ı +2a+3) 
+ Yı (29 —2%3) (za+23 +8) 
+ Y%(8—2,) 23 +2,49; 


6, = (&) 79) (29273) (dt 
+2 (ya--ys) yatYys+ 7) 
+22 y—yı) ytYyıt 9) 
+ 23 (yı Ya) (yıtyat N); 
G= (da—2,) (03-2) a —2e) 


+22. (y —yı) (ys4Yyı+9) 
+ 23 Yı Ya) (Yıtyatn) 
+ 2 (ya—Yys) (yatystn)» 
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a die in der Parenthese stehenden Grössen sämmtlich positiv 
nd, so folgt hieraus unmittelbar 


Sm <r7 |(rben— an). @ 





ner ist offenbar 
Sir + 224324... + \ 
<hr + hr + het... + hr, 


 Sa<h.hr oder S<hrtt; 
Iglich Ä , 
S +’ Sat img Ss +... 4 2 Mina Sm-ı- 


1 
< h?+ im, h? + imgh*+- .... +, 9m Am, 





ster den Koeffizienten 1, im,, 3Mgsreunee Mm ist aber 


!wiss einer der grösste; setzen wir den Werth desselben, der 
heissen möge, statt aller anderen, so ist nach dem Vorigen 


u.s0 mehr. 


1 
S + 3m + 3m; +... + m_ Im Sm—ı 
<ulh? + hd + Ar +... + hm), 


<uh2(l4+h+h?+... + hm-2) 


Ar1_—]1 
<uh? 
&zen wir diess statt der eingeklammerten Reihe in No. a), so 


btrahiren wir zuviel, es bleibt demnach zu wenig übrig und 
oO ist 


Ä 
Sm > HIHI Glart—. @) 


> 


ts den Ungleichungen (2) und (3) ergiebt sich nun durch Divi- 
m mit (k+ ri 


Ä Sm 1 1 
„ (A+l)=t#1 < Ent 1 nn (4) 


eltern)” are] © 





378 


. A+ITe 
_% 
=. acc at 
a Ra, _ 4 Rn _@ N; 


N U —ı em u 1m g bemume ero. 


al. n m n .a+3 n 


Hier lässt sich die zweite Horizontalreihe rechts auch so schrt 





3 3 

-(i— a: I 4(l- nn —(l WW nt 

_. Ro—Rı Nanny +. 

em | 
1 2 _ 1 Er Du: _ u 
t7FinTarı 4 1, 

_ a—l )o BEN + r—D), 
FR) FRI ul 











a+l 
weil 29 —nı +23 —... OÖ und immer E (a1 ist. So wird 
nach No. (11) oo. . 
Ar Te 
No .. N]. . 





a Tarl +73 a 7 3 a r a+3 +. Ba 
+ (r—1)o _ @—))ı ad, _ 
a+l a+?2 a+3 
Nimmt man die unter einander stehenden Grössen zusam 
und berücksichtigt, dass immer « 


Mp—ı + mp = (m+1)p, also (mtl —mp—ı =mp, 





oder 
2 — (n— 1-1 =(R— 1) 


ist, so wird 








+) Tn 
_ aD _n-D, ‚ad _M—1); 
== a  Tarl a+?2 a+3 ten 


d.i. nach No. (10) 
(+ =) Ta Tr—ı oder In= —— rn Ina 


Mittelst dieser Reduktionsformel findet man leicht 
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n(n—1)(Rr—2).... 2.1 T.. 


| Ta= (a+n)(u+R—])....(a+1) \ 


d weil nach (10) nn ist, vermög& der Bedeutung von 7%: 











n_ m I = 0 1.2.3..n 
G ta —— ahn —a(atl) (o$3).. (a+n) 


Nimmt man mtl, so erhält man die Summe der Reihe in 
), und da diese den Gränzwerth der rechten Seite von. (8) darstellt, 


+ wird jetzt : Sir 27; Be n, ee 


Lim 7 15m Aa" A207 HB ml-38)"—... | 


+ Era AT lo}, (12) 
_ 1.2. 3... 
. (m+h) (mr) Ä 


omit unsere Aufgabe vollständig gelöst ist. 


Allgemeine BReductionsformel für 
gewisse bestimmte Integrale. 


Von dem - 


 Herm Professor Dr. O. Schlömilch 


las. ,‚ an der Universität zu. Jena. ak 


eo 





' Das bestimmte. Integral 


{ 
4 


S Plan bar, ze 


min @ und b ein paar wesentlich ositive von Null verschiedene 
üssen bedeuten mögen, lässt sich auf folgende Weise umwan- 
In. Zuesst.Aiat:nan identisch: ::: _ .% 


25% 
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.Srs Tabs = ch a” 


und hieraus wieder 


S.. FON a ® 


Durch Substitution der in a und (8) efındenen Resultate redu- 
zirt sich unser Integral in 


— Y F(y9)3y. | 


Vergleichen wir jetzt die erste Form des Integrale in (1) mit 
dieser, so haben wir die Gleichung 


S: Fle-Sr1de=, f, Ford. 


Setzen wir noch 





, | Fe)=f(2ab +2), 


so folgt 


 Fllas- Spj=fab +2) =f(atat +2 >» 
| | F(y) = f@ab+ 99; 
und mithin erhalten wir zuletzt 


J. "flarar +) _. , FOab+y2y. .o 


Da das Integral auf der rechten Seite oflenbar viel einfacher als 
das auf der linken ist, so kann die vorstehende Gleichung als Re- 
duktionsformel dienen und lässt in dieser Beziehung manche inter- 


essante Anwendungen zu, von denen ich hier besonders eine näher 
Det will. 


Sei fJ)=e”, so wird 


© B? 1 ee) | 
JS. er trHIrr—— =“ e-(2ab+y?) dy 
0 


Der Werth des Integrales rechts ist aber bekanntlich = Ye und 
folglich haben wir jetzt 
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S. “ e- (as 45) ne Y Ngmzeb, (7) 
0 2 ne 


Dieses Integral lässt sich wieder benutzen, urs sehr rasch den 
Werth von 


T cos Bu du 


0 024. u? ©) 


zu finden. Man hat nlimlich immer 
n 
= n e-k0:, 


also, wenn man k=«?+u” und z=x2? setzt: 
. 1 Pr | , . . . 
PORT Ze ef. ze "+0 "or. 
Durch Substitution dieses Ausdrucks in No. (8) ergiebt sich 
x 1 ol x ae 
m — a! ® 
JS. cos udn. af, cosßudu | ze{e' tur) dr 
(ee) ke 0) 
— S. f. cos ßu.x.e-*.e"Ouder. 
oJo 


Kehren wir die Reihenfolge der Integrationen um, indem wir am 
nach x und dann nach x integriren, so. ist 


ie e) N T % 
COS DU OU »in n..n 
f. 773° P 3 = 2 re x nf cos Bu eu ou. 
o tu 0 0 


Hier lässt sich der Werth des nach # genommenen Integrales mi | 
Hülfe der bekannten Formel 


£ SI 2)8 
S. cos Bue-u du — Nr, ( 
0 2y 
leicht angeben, indem man .r für y setzt. Es wird so 
Ir L 
JS. al ve dr Var. ° 
210 —“ : rs yo nd 
o a tu 0 Ir 


© 32 
— Y f e- rt, Zr, 
0 


I] 






)° 


T cosßu on 76 
f. cos Bu ou =5, ed. (9) 
o 0a +u 20 


Durch partielle Differenziation dieser Gleichung nach ß ergiel 
sich noch 


d. i. nach Formel (7) für a=a, b= 
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determinemus.. : Qu& tamen in re :satie cognitf panfis tantummpdo 


heie opus est verbis. 
Non solum 'jure lieitum: sed ex analogiä etiam praefinitum esse 


apparet, ut y-valore quolibet statuatur definitio | 


net BETEITA 


m. 


ideoque in specie, edenot. Basin systematis Neperiani,. . ‘i- 
| NER I. ut ge; chin u 
vi quarum, %-valore quolibet, habetur relatio 
MW) .:. 2200. M—enld. | | 
Porro, quae ex his s conseguifur, aequatio 
DW... ee ” 
nec non latior ista | 
0) 00. 49.4... An = Aytyıt. +4, 
Tal "zequb ac Imaßfnariie). nz llfklodue üsdue 
kgofio, vi quidem legis iHius functionüm Sin et‘ Cosz', a fen 


seundum "diemitates‘ ı sus z explicandarum, dedücituf otıs 
A: fotinne "Fritäe rel et . em 
[u 1 


1)... regen VI Sin»).,; 
nec non latior ista un Eon 


82)... AutV 1 Au(Cos[vlA4V —1Sin RA); 


quA ex novissimä demum patet omnino Numeris A, Ayse.. An 
valere istam .- 
f 3 1,8 . As. ‚Ad ‚Au = (Ads An}? ; oh, Ber u 
’ vorteshiia 
maptupe. Mn y guantie seglis aut Ämaginaria. BEL IEE Ear 
s er ! 2,01, 
MEER f 1. 26. waihe .. nnd Zu en 
BzE rich: Neta. ch 


Ex eo ipso mod: aequatio (31), 6 quälibet reali, euppedi 
eeY-1 —Cos8 +Y —1Sine, 


& efhieitur;; üt; loce- aequationum Theotematis ıllius in’ $. 9: relati, 
reviords. eAmque ipsam ob baussam usul. pl erumque commodioree 
ubstitui liceat hasce: 


ann 


2. (Relicet, Sir, ‚Htterk. 7 intelligatur Ant supra, un 


dum vera a negativa 


N em VAR HEN HT 


Be INT re 
erha:" 'seniper oblinet'aeguatio ar nn 
ap. N —L' 


". ; 19 . : 
seilicet 9, dum‘ “nepativa est, :allogein £ dedie, Becundem 
(46) et (46), omni ee babetur “ 


0 Kay) UM) a. Sf 


id quod oraeteren a "cognitum erat ex verbis aequationem (42') 
proxime ingequent 


Et quidem e ex w) patet I haberi, dum « Nerahras est, semper 
.” sl) ee. WTBERTATTER KEETSITE ar 


nec tamen semper alioquin. Ali omeilsunene® 


Nota 1. Aequatio SQ) indieat ositivae cuique quanti- 
tati unicum esse e-logarıtimum, ' brieipalem 'inquam, reälem ; 
regativae autem ne unum ‚quidem. „ 


Nota 2. Ex aequ: 9 patet, # redii andlibet @ haud z6ro), 
semper obtinere 


„9: ne. era als nen 2. 
Nam “. a. Er : Par en 5 Bir Ber od 
N 
niet, dum' «hand neßativa et!” el 

‚ — euer Y ZI) = yore = dm secund.' (36), 


alque, dum negativa est a, TREE er 


= = enter 1: = er Tin — zu. seeuml. (36). 


Nota 3. Jamgne ex aegu. (52), quippe gi, indicafur e esse 
unus e-logarithmorum ipsius .#, vonsegn ‘vi regte illius 
infra aequat. (42') exzpositae, esse. . 


3) 0... dl (2m) = = er. 4 l a). ( 
,, AT III. „39065 na 
licet ti equatione (50) — juxta quam habe- 
” ar 1 4 (a) 9) + I un »quatione 60) — semper esse PER 
York KAM = wir + Kl); S 
Theil IX m. 
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era, a negativ; a | Ä 
propferea priori in ‚casu (@ haud ‚negativä), quoties ur limitibus illis 
+5 haud excedat, ohtinet. ista.. | on 


Kz#) = Ug®) + urV —I= ul casüs. 'huljusce,, 


nee nimus pösteriori. (& hegativä), quoties urn) hisce + 5 haud 


excedat (ex- qub vonsoquitur esse partem ipsius 24 realem haud 
hegafivamı), is 


a " 
Kar) = Kon) Erle V = T= IK Rz In Tut 


casls h ! 
wjusee. -- a Mi D 


Quibusnam praeterea casibus rata sit ista aequatio (55), id 
(ubi forte sit opus) perfacili semper negotio,: collatis yuidem inter 
se aequationibus (56) et (57), licebit discerni. 


: Nöta. : Id’ certe constät, quöties 
5) >». 5... Kayd= 
sit, toties hanc etiam obtinere aequätionem:.: |. 
Al) . » 22.2... Aue 
Nam semper habetur: > » .. rm BE Bu 





(zu)u — eukz"), secund. (52), 


. n.zzeinde, quoties rata sit (55); -. .: : 


' quae aufem ipsa e“.r numquam non = x#“. est, secundum \X82). 
2%) De aequatione illä 

58) . - . Ka) +Kz)+... +lan) =slxz,...-Ln) 
en äples; quaei in nS%) Pag- 402. de aequatione: wein 


ande, © 
. zug m. nf = (z2,. untta), 


. gs r ‘ - ‘ Ru Fin, 
pronuntiari licebit. u 


Demonstr, . Semper quidem summa KHe)+.. ken) 
| unum conficit ex e-logarithmis produeti (2%7....2n), Quippe quoniam 
haec e(zHKr Hi), sEmper = .12y.0.En est secumd. -L30).: ; 
tendimus autem hoc loco summam istam cas, de quo agitur, ipsum 
u logarithmum principalem Uxx,... 

zarithmus ; ipsius (7, .....Ta) prineipalis- juxta definitionem, est 


27 °* 
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DB) . ... Aula (2X a)”. 
Nam semper habetur | 
zur be ieh a Ha), secund. 6 , 
ideogue - | 
on zehles.. en ), qupties, rata sit 8), 


quae autem ipea eul*#....2,) numduam non Zen an)e est, 
secund. (82). j 


3%) De aequatione ill& 
2. =) 


ea ipsa, quae in 49) pag. 403. de aequatione 


-(8)" 


Nam hoc ipso in casu (partibus ipsarum x, 2, er a haud 
negativis), secundum (58’), habetur (2) +7 ne 1)= Uz.). 
Exinde consequitur, aequationem 


nn Oo 


non secas: ac istam 


(25) u . . @) — 5 


valere, quoties haud negativa sit pars realis ipsius 2. 
Neutiquam, vero, dum negativa est x quä partem realem, 
valere eandem patet ex eo quod tali in casu sit 


I =le+ıN — IN —1, 
ı()=—Ue+rV D)+nrY —1. 


.  Nota. lId:certe constat, quoties rata sit (6l), ipsam 
quoque obtinere aequ. (25). 


Nam semper habetur 


rt, secund. (52), 


pronuntiart licebit. 


at vero 


—enls\-Is) gecund. (30), 


ea) entre nen. ro. tg legt alt fr 
I a ET Pur BE De Br Be Er BEE SEE BES TE ee 5 Bar PUGS Pos EEE Pr gi In 
ea nd Don ee. zer te ben: nillen 


hir ne In „ale ti STE” a.hiw do il 

y ji t)opigen 12,: In oe ter all 
CAPUT Hr. .....# 

error. AT Terno. tn. Zell tn zu 


bunt or zum 


" Quid/in Analysi valcat /sigaum. 
(1) ee BE Er Er 5 „Log s(@). 


1. Omnium primo jurabit, quod prozime‘ antecellentibus info 
conjunctum est nexu, hoc solvi 


-. ıynti 


Problema. inysnire güantitates eas” = univereas, 


quibus conditioni .huie : TE 
2. 0 ar E sen z breviter) 10 0e: 


fiat satis: 5 datam ‚denotante quantitatem (0 atque l 
exceptie) *), a et ß r&ales datas:' 
-  Defin efin iiogd 466) ‚cppvenientex conditionem (2). ee ficek leseribi 


‘ "., 


(2') . . . . . . . ed — = Bu, “ “ an u Kun 


ex quä patet extemplo, sifderit. x zero, nullam Omnino'ex- 
sistere quantitatem ‚(fipitem) z, qu& fiat satis proble- 
matä; ef) +] 1 DRaE 5) BoEEenı FE SE Een EEE Zu lager in 

Par 4 tero an I, SRmMper aequatio @), -huic aequivalet, secund. 
$. 4. art. 1., 


.) Bus x nn din mg) nie. 


oje ing oe solutun:« ‚at prohlema. Ay uk 
uantitätum, quibus aequationi (2) fiat satis, unaquaeque appel- 
labitur „5- -logarithmus quidam ipsius x“ nec non „ log - 
rithmus, ipsjüs. z qui dam ex systemäte, baseos 5“ wi: 
I 
‚Si foret D=1;; ex relatione illä be— eb, i.c.heic 12 —esll}), .patet 
ah orte. propositum at iuvenirentyr quanlilatge 3 universae .cae, awihus 08 
ditioni here: salis huic on \ / u 
te, . : eil=z. . ! “ Du ARE: 
At talis quaepiam (ut plane apparet) invenigi non potest,. uisi ;forie 21 
{nisse : et quidem gatis tun ft copditioni propositae 3 - valore quolihetcumgue, 
*) Etenim quis est, qui non videat nullam omnino exsistere quantitatbm 
(finitam) in —1 (u et 9 realibus),. quä eonditioni huic eutvf -ı 0 
fieret satis. 


1433 


aa 'sola'renlenm präsbent Io 
‚Stampta,.qyibue haals ipsd 


garithmuls p ptineipälem wi 
umerup Fa AUGE, \ “ 


r=0, conditio:illa (11) i 
tt, note We altern relicto; at alter!‘ MR FTEHER yiippe = 
(pos. r==0) in (7 + r)le =Wabit, nullo modo satisfieri potest! 


„Q,hapd. —1 est. 


ü 
. .. 
il 


te Yin 
San unthi..n 


K} -Pärtis röalt auch 
Bu ‚Hanıl.naea Y va” 


habetur ı. laser cn. 
edit. ' 
2 
tjıl I 
... fl : 
pin nid ar 





'ealis: videlieet Iie wolis in- casi- 
Bas‘, yuibus. conditioni: ° 


: (er TR=0,; . 
eu hule.. :., | 
[WRRy 2 7.88 

satis fuerit factum. "Et quidem 


teliin syatemate undeu oque, cujus : 
on 


ndi huie 


eelnähnt, Habe psa 


u j 9) RE) 

- Partd' reali ipsiusim negätivä: 
si: WIDER LE Lem 5 let 
Even least) 





Li 
: lı. . ee: ”. 
> ; „ff .. Ba .n.. 


been un. - 


Hau e E5 55, 
6) Parte' reali reed 1 
‚hegativa ' 


habktur Pr Ina una 


nen 1.5 en ni .sich 
Bin ER‘ 
in inodlib 


. Fler et 
..v pie 


er 


A . Ni 
n 
x od ıam 
ses bay oo ig en 
N te isn 
2 _ 
\ + .  (D 
NIS 
TEE - le sth u‘) 
Kini Ir ze Tu RUKTEIE TE | 
ve im a a inch 
a 
BR < 





T- 


irealis videlicet ; iis . solis im’ | easi- 
"bus, quibus conditioni‘ snimn 


GHRIR—-(R+m=0, 
seu huie 


| Rıtz = gTtr,.... (17) 
satis füerit‘ factum. Et quidem 
taliin systemate unoquoque, cujus 
baseos R et 7 conditioni huic 
"satisfäciant,. haee ipsa 
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'tetarı-oonsiliun h uignt: zu peu d.negativd ex Aualysi'blane'tollendi *) 
ante dunee. un Beh hie ei 28. quampiam dimoiari; quantitetum:' in 
ormula 


„a: ıp Ü fer. Ialrı! rmerlnst Y. Sina) .ıf! : " - u he. 
. De Hi EEE VE EL DEE 
comprehensearum, quarum (ut patet) unicuigne forma 'haecce 


tp.i I, Hl h. 1 ft: 


e FE sin" 


lie. 


e 


ff 
5 demptante errühm..gpemdam realium .eorum ,; quorum, Sin.;et ch. con- 
iti 


Nn.-. ET Fr 


satisfaciant ww). dt: B eo’dyi a in a | 
ec 







Ko RZ ENT 


VeeTI EP uw \uız IE . 2 i 

-#) Cauchy (Exercices da BMathemat,, E..I „ag. 2.) zem. his, fare 
verbis expediendam curavit: Admisimus nos quidem, "oo. sigyum..TA., ‚quo 
breviter exprimatur quantitatum illarum, 


“ zer EV Sr eye,” ae 
' ur "tz Fobitivä’.g qub'pärtj venliu 


“a, um positioni k=0 id ‚De dehelbr, Be e. Ma 


TU Zt (Core y is Sin r) | 


Jam vero si cui ingtper Hoc ipso sign IM :: Anh negativä gandet parte 
reali, licere uti videretur, eum quidem in finem ut breviter exprämeretur 
Guantitatum . 0: Ib sale Yo. ! 


((ZI)8, i. e. (in how. KERNEL EI ETRENEE N r= u a LO) 
©, qnae positioni eb ir. (C1)yu deearke, h; d. 


se! .” 1 


zu —gs (Cospr + N —1 Sin ur) (Cos ur # —R Sin em) ; 


Yo ya 

Profecto, „quoniam har Pirdmale Aeyuationum pro 7 tali, 
"@ui pars cedat realis —=O atque Co&fficiens ipsius # —1 nega- 
'tiva, sibi constare oyoxtorian“, :gonrpäedaum illi esset  necesse deno- 
, Rare eignum C Y—ı — de non solum 

SP ten oo mn” Ab FRE FL | CEUE ET EIER Kal E FAR HET 
8. 2% Js ‘ . n)\ r Hlri ıdo ae soil. “; oe io: Ye ten .; : 
‚„ unlszinena 2 ..: nut Pi ı VD... bet tt | 


. sed etiam 


FR Te y—ı Siam), 
dd) ) UP Ee 17 er DD Baer IT a. 19. nz 
“qua aman ex ambiguitate, us. patet „. Audiysi. ana ,angrmve Aubenrer 
aient‘ accideret, 

Dissimulari non petest, hoc „qwoniam.heruskutramgue ...... 
porteret‘ sufficientem minime conficere rationem signi ZT», dum 7 nega- 
ktiva gaudet parte reali, ex Analysi plane tollendi. 


| *#) Hojuscemodi adesse nechssttätem,: Ysiänidehn ! 5 cooptari placeat « et 
"gr, prout positiva est alt negativa =, jerh, supra ‚fuit expertum. At alios 


: Ä 28* 


420 


af IV EI — (a negatiya trfbaen :uhde sonkun, njunctani TI, 
ik videakat ef ee 6 ehuiäntfone hujusee Baia ipsd eflarhı 


scil. salvo, quod.-ie x Freormeae RR, 396, exposnimps; ROOrTAlD de r, dum 
BES EEE EEE TEN FarıE Be 


ideoque soli, .gqeibus . inem ..propositum assequi demum digeat, arcus 
3'(a,ß) et 9" (@9) in his conljneantur,, necesse. est, 


any 


19) earth aM aut, tat. 
. amt e—akDe, 


2°) H’(a,P)=r—2hr, 9" (0,8) aut —et@h tim 
aut = Ir, 


denotäntibus jam % et A" numerap integrbs (0 incl.) &0s, quihus aöchptin con- 
ditioni (8) satisfaciant H/(0,) et 8”(0,8), pradcedentibus dobitt, Isti: 


1) = z ak, 8” (0,8) au =FZ + @# Hi)e 
N \ v y\ VG 


', . . n \ . .r aut: FE (ae, 


2) 0, Pr tee... 


aut BA HPEGE 


ı  (aeil. siguis superioribys aut inferigribns, prent Aapjive 


est aul ern; ie en 


"quod equidem reverä novissimum de 5 et ' ‚reservatum id efhcit, ut An ni - 
! sorem contrahatur numerüs arcaum $#’(a,ß) et ”(a, £) aptorum pwraeceden- 
| tum: ip. ijuud jam) fagiki negotiof perspidi ‚licebiti 'n -:): '. 


a) Quo finem propositum assequi' liopat, anoeptis 


9 (0,8) =r+2kr ml bar 


et 


9’ O7 = + @r+ Dr, 


ray on et a F 


id certe requiritur, vi conditionis illius .(d), wt accipiatur Wh, dum ß 


ı N 


-.— un ww — 


Positiva est, et yuidem —k—1,, dum. ß negativa ; Na 
tum 0) quo finem propoeitum assequi liceat acceptis ‚ 
Voncd -_-i et : 
Pa Errerg 


| 9" )=r— ak — 1), 
id certe  regniritur, ut accipiatur K=—R (i. e. uträyne: eo), dem Fr zone 
Kira est; et quidem’ =—(4—D, dum ® negativa;' et sic porro. 


\; 
‚Quae si jam colligantur erperta. atque deinceps ex Juatnar. ällis ‚cgmbi; 
Rationibus ,© 


a TE .. En ee Er re 


>) 


Nenn vv... a he ee 


Paeuaı arıza :1.0mer PD’ er 9° vel petime (w2 accurate loqumm) 
a: Pe). ;ee se ia- sans ermlitisaibee illis 


e[t- +7 25,49 —12u#(e J)j—ct43V —I.damsp 
(a,< ee 
[sehr —1ER9 lH Er V—ı. dm 
deprehemäi i::e2: "iss. qubes rate rallanker aegsaliones 


I (+39 —1p = elle nd’ +4 —13iapd). 


(3)... .- 
3) (a +3% —1u— er (Co 06” +4 —1 Sin ud”), 


illa, inqsam, pre s positivi. hasc sutem pro & megativä, atqm 

insaper pre a0. h. e. 
(N. (BY —IB—LVFN [Cr 20’(0,)+ V —1 Sin »8’(0.f) 
= (vP’)e.[Con9”(0.9) +7 —15in ud” (0,7) 


Qui. si t-les forsitan exsistant, arcas 9’ et 9” ita demum 
sint necesse. secundum aegaationes (y), ut non solum 


Cos9’ (0.8) —=Cos8” (0,f): 
| 3in$’(0.8) =3in9”(0.P). 
sed etiam, u re«li quälibet ac rationali. 
Cosa’ (0.3) Cos #8” (0, P), 
| Sin us’ (0,3) Sin u9” (0, ß); 
ideogue ut harum utrique differentiaram 


9'(0.3)— 4” (0.£) 


u[$' (0.8) — 9” (0,8)] 


alterutra cedat formarum +2%7 communis (% num. integ. O inclus 
eqyuidem aliter fieri non posse apparet, nisi ita fuerint isti I’(@,ß) ei 
comparati, ut pro @=0 in plenam reducantur identitatem 


(I) » 2 2 202.2. 9'0,8)= 4”(0,B)- 


Constat autem solos, per quos satis demum fieri possit acqualion 
arcus H’(@,ß) et 9”(&,ß) comprehensos esse in 
r4+2%r, dum a posiliva est aut 0, 
et 
c+n4+2%'7, dum a negativa est aut 0, 
(% et %' num. int. O incl.) 
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Für a=bistE 2>e)= E(5.0)=3- also die Länge der 
wen Toroide: 2(a+ A)z. 
“Wenden wir uns zur Berechnung der Fläche. Sie möge wie- 
' anfangen bei y—0, z=a+%,,und ein Stück davon endigen 
; den zu t gehörigen Ordinaten; ist dasselbe v, so hat man: 
= — "y ot 

bkO ak ’ 

./, ein® (+ N (a?sin2t4 (@Psindt 4 BPcosd° )@ + N a 


2701 
=s/! 2701 | sin 
nt N (a?sin2t+ b2cos 2)? 
sin ?t0t t sinadt : 
„ fe N a?sin?2t+b?cos2t ur af (a?sin?t-+ 6? cos 21)? 


b JS: sin?ft= — 1sin tcost + 5- 
; findet. man ‚ wie oben: " 

'  Seyammee __ sim 2 

\ | YV (a?sin2t4 (a2sin 2t+ -°cos 20); cos2t)® 


2 | cos BR. cos 2pd 


ar (1 e2sin2p)3 Jo Fr (1— e? sin 2p)3 
re) £(&.) #@-4)-& m 
353 ga 77 


a?e? 


"4 , a 







sin cos a 


. aa I— cos I—2cost 
man, wie gew öhulich, SS; VEReR —= F(w,m) setzt, 
baachtet, dass \ ' ' \ 

»__ cool _Fay,m— Ev ‚m) + sinycosYp _ 
Fo N (I—m2sin2y)3 ma Im2siniy' 
” ist ; | | . 

sin 2tdt -f* co8s2p0p.'. _[r_eos 2p0p 
‚ NY a?sin?i+b2 Cost o aN I-e?sin® o aN 1—e2sin?p 


art: er) E(5-t 2G=r0-0-r(g%e) 


Mei IX. 29 
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tr(3,e)—E(2e IH — lich —ar(z,e 14 Kar 
a 9E(Z,)HRa=takE (je + Kan. 


Auf gleiche Art reduzirt sieh die Formel (4), und man findet: 


| EEE URAFRIHER. +- traielz)e(e —f ‚e)! 


62% sin teost  abkiigt - 4 
“Vlies Sage + gerle=zien: ö 


— 


Fir a=b ist e=0, #6 e)-E(3-4e)= = 3-(3-9=: 


ze inan. ferner t— C2 Z und nimmt das Resultat vierfach, so ergiebt 


kb: i = - 
‘ U " 

I ! 

H ‘ 





„> 


n(a2+2ak+ BY) ala th}, 2 


sich gehört. | Ä | 
"Die Formel (5) ist: 0 N 


Fa .. 


un ab H4akB( Ze) + Be © 
Somit wäre nun die  vorgele Aufgabe gelöst. Es därftef &doch 

‚Bomit re nn sein, auc drehungskörper nälk r zu 

achten, der durch die Aussers Toroide entsteht. 

‚Es Arche sich also das gauze System um die Axe der ». Sei 

de 1 Inhalt der Oberfläche, die von dem Bogen der Toroide, der 
"Winkel ti entspricht (von #0 an gerechnet) beschrieben wurd 

Jst bekanntlich: 


., BR 4 or 2 0y 2 
. | pe. N (%) + Dt ot, 
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YFzn 80 I Fir? 


ya wg wo --—— oo 





HT) a u ap tt 


of, aintVa sin®t + b*cos®töt+ ab?%k o a?sin ak 0 sin töt+a?bk o % (a?sin2!+b2cos21)3' 








Dadurch, dass man 'cost=x setzt, erhält man: 


sy. nn 2 1 x ı 
Kaum [. sinzV a?sin?t+b?cos ?t a=—/, N a? — (a—69)1?0r=a , viI-eztdz—af NI-elıRdr 
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= 5 a?sin?/ + Bicos + 5,arc (sin=eV1— e?cos?t — — 608 D. 
fe sin IL 1 dx fr 0x _ 1 F te l-—ecost 
’ „ odsin®t+öFcostt .) . aall—e2aR) Jo a2(l—e222) Zade 5 (I—e’I+ecost) 





’ ‚ot =y, ı 0x _ IR O  __ ı cost 
(a2sin+52cos2)3 Jo aa (l—eda2)? Jo ay A—e2z2)3 asNi-e aN I—ecost 


t 
f. sint.dt=—cost+l1. 
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Fasst man diese Resultate zusammen, su ergiebt sich: 
NEEP Zu 
b? bcost ab . ——— 
p—=2n l3- a N adsin 2{+62 cos2t+7, arc (sin — eV 1—e?cos?t— e 2 cost) 
6% l+e l-ecost bk2 cost 
ED lg ® 
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Diejenigen Glieder dieser Formel, die kein % enthalten, geben den 
prechenden Theil der von der Ellipse beschriebenen Oberfläche. 


Für die Hälfte der erzeugten Oberfläche ist = 9. also die 
e Oberfläche: 





2” [62 + = are (sine) + + = lo 8 (12) +2ar+ 2001. 


Für a=b ist e=0, also die Oberfläche der Kugel: : 
2r[a?-+0a?+2ak +2ak-++2%2] = An(a+ %)?, 


bekamt. . N, 
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wenn r>1, a>0,0>0, « reell. 
Hieraus folgt: 








cose® _ cos2« ut, nd __ recosa—1 

rs + r2a + Fo ii ff. re. 2racos +1’. 
sine _sin?e: sin ide du in en inf __  r®sine 

r® Da Tg Ten i "Tre — Dre cosat)’ 


unter denselben Bedingungen. 


11. 
Bu Sm 20082 rtcos dp gan cos?ng . . 
1? 12 +:1234 + Ta ti 


1 kn en eos (rc0sp).cos u —sin(Fcoap):e sin 2 





.. Zcos 2c082p e—rsing-Hersin 


3 r # sin (rcosg) cosg & Fr = 








e’sin$? — eTsinP . 
m COS(TCOSP) sin; 


rasin2p | ‚r*sindp „sing r 
37,3 #572.34 :T2. +. im in 
"sing —Tsinp 
ma u ——cos(rcosp)sin?p - BZ 

—rsinp _ ‚Tsinp 
+ en sin @c0s9) cos2p a. 


ersinpt eTsinp , , efsinp_e—Teinp 
_ 7 sinerc08gp) . einp} ——— —eos(reosg).c cos 9, 





venn r,0 und 9 beliebig ist. 
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Für a=bistE 2 >e)= E 2.0)=3- also die Länge der 


ganzen Toroide: 2(a + %)r. 

Wenden wir uns zur Berechnung der Fläche. Sie möge wie- 
der anfangen bei y=0, z=a+%,,und ein Stück davon endigen 
mit den zu t gehürigen Ördinaten; ist dasselbe v, so hat man: 


0x 
r=— o vn 0 
bk ak 
= 2 1 ——— + 
IR ein NV ent Bean or a?sin2! + EITTE 


sin ?i0t 


=-—_— =sf! 2101 2% gps men 
sin ra ö 7 (a?sin ?2t+ 52cos ?t)? 


+ k: _ int __ | 2b; a Ren; sin 2701 
Jo N a?sin?t+b?cos ut (a? sin 2t-+ 62 cos 21)? 


Nun ist 


rg — 


Ss sin 20 =—; ssintcost +? 5° 
0 


Ferner findet man, wie oben: 


Ron: sin ee 
V(asin2t4 (o?sin 214.62 -b8cos2)3 


Se g082906 . aM cas 2 
0 (1— N (1-e2sin2p)? 0 ay (1— e? sin? 


EIG) F-e)-E 2) 


ade? a3e? 
_ sin cos ie 
aan T—e2cosit 
wenn. man, wie gew öhulich ef, HM _ = F(y,m) setzt, 
| N I—mtein dp 
und beachtet, dass \ \ 
__ coYo) FW, 1m) — Ely,m) + siny cos _ 
. A—m?sin Di m? N Im?siny 


Eben so ist ; ; 


S: ___8in Bi -f* c08 2909 _[r__co 2p0p 
N alsinatHb°c aBsindtHbBcoßRt o aN 1-e?sin?yp o aV I-e2sin?p 


5 E(3 ’e) -A-—aF G- e): "E G —t,)— (le) r(3- te) 
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Diejenigen Glieder dieser Formel, die kein %. enthalten, geben.d 
prechenden Theil der-von der Ellipse beschriebenen Oberfläche. Ä 


Für die Hälfte der erzeugten Oberfläche ist => . 
e Oberfläche: zeugten Oberfläche ist i=>7, also die 


ab a 
2#[8? + z are (sin=e) # EEE 108 te 





+2ak +242]. 

Für a=b ist e=0, also die Oberfläche der Kugel: | 
2r[a?2-+a2+ 2ak + 2ak 4282] = An(a+%)?,' 

bekannt. IN . un 

Suchen wir, nun auch den förperlichen Inhalt zu bestimmen. 
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